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������ ������� � N�	�
�	-���
)�-F� ������� ��
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-���� ������� � N�	� �	-�� ����!� ���-	�� " ���	� �	-�� �������
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


−1 
�� x < 0;

0 
�� x = 0;
1 
�� x > 0.
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��� ���

lim
x→0+

XYZx = 1.

M��!�� �������; -�	 ������� y = XYZx 
������ � �	-�� 0 �� �8���
� 
	N�	8� �������� �������	�� 6�����������	; 
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���� 
����8���
���-���� 1 � −1; �	�	��� �� 	���-�!��� ���� 	� ����� ��	�� ��	��	
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��������
����#� ����� �'

�8#$���� ��� 9�"� ����������� � 4���/� ���	 ��������� � ��-����� �!�� � ����/��
��������
����#� ����� �'

�9��� :��!�� 6��2#��2� 6�	��"����� ����������� � ����/��	 ���������� ���%!� �
8'9�"� ������5���*��� ����#�- ����!�� � ��������
����� ����� �'
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�� ��-������� 
�	����� ����� � 	
J�8	� ��� � �����8� �������=
8�� &�H��� ����� ����-� ��F����� ��	�8 8��	�	8; 
	�-�� ��	H=
��8 � ��	8	����8� ��F��� N�� ����-� �!��; �8�!��� 
	 8���=
F�� 8��� �������������	� 	
���	������  ��-�� H�; 
���	���� ���=
����! ��$�(Q�; ��F���� ����E ����- �
	��� 
	 
��-� ��������8=

���	��������8�

5�/ =��:���� :���:���'��	�
 ����	�

&�� � �!
�� 8���8���-����� ��	���; ��$�( �	��	�� �� �����=
�������; ��	�8����	�����E 
	 
������8 �����	�	 O��� ���P �����
� ���	�	�	�	 	�	
	�	 ������ ��	
� ���-����� 
	��8��� N�	� ��	�	�
����; ���	��8�� ��� ������������; ����H����� 
	�����	������=
��8� 
����	H����8�; 	
	���-��� 
����8� A, B, C, . . .  	���H����
������������ ��� �������	���� �� 
����; 	����	 ��H�	8� �����=
������! 8� 
���8 
��
������� -���	 0 ��� 1; � ������8	��� 	�
�	�	; �-����8 8� N�	 ������������ �	H��8 ��� �������8� &�	8�
�	�	; �����8 �����!��� ��8�	��9 ¬,∧,∨,⇒,⇔� &�H�	8� ��8�	��
�	
	�����8 ��� �������8�! ���	
�� 
��
�����
9

¬A
A 0 1
¬A 1 0

O-������� G�� AGP

A ∧ B

0 1

0 0 0
1 0 1

O-������� GA � BGP

A ∨ B

0 1

0 0 1
1 1 1

O-������� GA ��� BGP

A ⇒ B

0 1

0 1 0
1 1 1

O-������� GA ���-�� BGP



��� ������� �������	������ ��!	�	 �

A ⇔ B

0 1

0 1 0
1 0 1

O-������� GA ����	�����	 BGP

"�� ������������ ��$�(Q� 8	H�	 ��������� �� ���
���� �����
��	��
� � ���������
�� ����	8� R N�	 ���	�	��� 
	�	H����; �	=
�	��� 
����8�!��� 
�� �	������������� " -����	���; 
������� ��
=
����8 ������	��� �8���	 ���	�	 ����; � �� ���	�	=��
	 ����	�	;

�	�������	 ����	8���-����� M
��������� R N�	 ������������; 
	=
�������	8 �	�	��E ��
	 	
��������� �	��� ��8�	� O���; ��� N�	

�	��	F�	 � 	
������8 �	��-����E ��8�	�	�P; ��
	 ����������� 
	=
��� ����� 
	 ��������! � �8�!��8�� ����� 	
J���	�� M
���������

	�������	 �	��� ������ �	
�	�	H��!��� 
	 ������� 8��� ���8�

��8���8� R 	��� ��� �	�	; -�	
� 
	������; -�	 	
�������8�� 	
J=
���� ��������!�; � ��	�	� R -�	
� 
	������ �������	����� 	
J��=
�	�; �� 
	�
���!��E 
	� ����	� 	
���������� 6�����������	; ��-�8
���	� 	
���������; �	�	�	� ��-��	 �� 	
��������; ��
	 	
��������
���S^
M����	 	��	���� -���� ��$�(Q� R N�	 �����H������ M�� 
	����=

����!��� �� ������� � 	����� " ��	��8�E �	�8�����!��� 	��	�=
��� ����������; � � ��88�E R ��
	8	���������� % ��	��8�; � ��8=
8� 	
��������	 �	
�	�	H��!��� ��������	������
� �	�8����	�=
�� ���E �����H����� �8�!� ��� ��
	 A ⇒ B; ��
	 A ⇔ B� #���
⇒ B; �	 8� 
���8 �	�	����; -�	 A R �������
��� ��	��
� O������
��
��� ��
����P ��� B; � B R �������
��� ��	��
� O�������
���
��
����P ��� A; � ���� A ⇔ B; �	 8� 
���8 �	�	����; -�	 A ��=
����	 ��
�� ������ ����� ������	 B� 6	������������ �����H�����
�8�!� ��� A ⇒ C1 ⇒ · · · ⇒ Cn ⇒ B; ��� Ck R ��
	 �H� �	������	�
�����H�����; ��
	 ����	8��
" ��-����� 
��8��	� �����H����� 
������8 ��� ��H���F�E ��=

����������; �	�	��� � 
�����8 �� ��� ��8 
���	������
D�%(_%D % &)`�a((M�M $�#$b#�M� #��� A R �������=

�����; �	 A ��� ¬A ������ ������	�
6	�����������	 N�	�	 �����H����� 	-��� 
�	��	� R �	����	-�	


	�8	����� �� �		��������!��! ��
���� ������	���� M����	 
��
N�	�	 
�����
� ���	�8	H�� �	������������ �����H����� 8��	�	8



��� ������� �������	������ ��!	�	 �	

G	� 
�	����	�	G�
&)�  %�# &M# D��"%)M "c"M6�� #��� A � B R �����=

�������; A � A ⇒ B �������; �	 � B ������	�
6	���������� N�	 �����H����� ��� H� 
�	��	; ��� � 
������=

��� R �
�������� � �		��������!��� ��
���� ������	���� M����	
��H�	��� ��	 �����	 
���	�������
$�
��� ������	��� �
	��� �	����	-�	; -�	
� �	�������� �����=

H����� ����
¬(A ∨ B) ⇔ (¬A ∧ ¬B),
¬(A ∧ B) ⇔ (¬A ∨ ¬B),
¬(A ⇒ B) ⇔ (A ∧ ¬B),
(A ⇒ B) ⇔ (¬B ⇒ ¬A).

(2.1)

D����� ��� �� ��E �������� ��� 
������ �� �	������; � 
	����=
��8 �����H�����8 8� 
���8 -���	 
	���	������ 
�� ���-���� �E	=
��8	��� ���	��
%��-����8 ���	�	 �	�� ������������ ��� �E �	������	�	 �	���=

H���� ����8������������

����� 	��
��� �� 
���8 
	���	������

	�������8 �

����	8 N�	� ����� ��� �
�	����� ��
��� �	�8�=
���	�	� �����H����� � �	������������
"�������E ��8� ��8�	�	� ���	����	-�	 ��� ��
��� ���������=

��� ���� G���������� x > 0G; ��� G�!
	� x < 0G� ��	
� ��
�=
������ ����� ������������; ��
	����!� �	��-����� 	
����	�� R
�������� ∃ � ∀; � ���H� �	��-����� �������; �������8�� ����
�
�����
� &����	� ∃ -������� G����������G; G��� ���	�	�	�	G; G���=
�����G< �����	� ∀ -������� G�!
	�G; G��� ����	�	G� D������� ��=
��H��� ��	����	 ���	�	��E 	
J���	� � 
����8��� ���-���� 0 � 1 �
������8	��� 	� �	�	; ���	� 	
J��� ���-�� ����8�����������  ��H�8;

���� P 	���-��� ��	����	 G
��� 
	N�	8G; � 
���8����� x 
�	
���=
�� 8�	H����	 ���E �!���� $	��� ������������ P (x) ������	; ����
x = D�F���< � �	H�	; ���� x =  �����!��
(��
	��� ��H�	� �	�8	H�	���! �������8	�	 ����� �������� �	�=

8	H�	��� �	�8�����8 	
���	8 O�	 ���� �� ����8������ 	 ���� 
��=
	
���	�����P ���	��� 	�������� �!
�E ������������� ��	
� 	��=
�������� N�� �	�8	H�	��� � �	
	������ � O4�.P ��
�F�8 	-�������

�8#����� !� ;��#�� ���.������� � "�����!���	 ��������� � ��#��' 8�����0� �����0 5��
��%&��0 ��������%� ��#���0� ���4������ � ��������
����#� ����� �'
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�		��	F����
¬(∃x P (x)) ⇔ (∀x ¬P (x)),

¬(∀x P (x)) ⇔ (∃x ¬P (x)).

6�����������	; 	�������� � �����������! G��� ���	�	�	�	 x ��=
����	 ��	����	 PG	���-���; -�	 G��� �!
	�	 x ������	 �� PG< �
	�������� � �����������! G��� �!
	�	 x ������	 PG	���-���; -�	
G�������� x; ��� �	�	�	�	 ������	 �� P �GD�����-����� ��H�	���

�������	�	 
	���	���� 	�������� �������; � -����	���; � 8��	�	8
�	������������ G	� 
�	����	�	G; �	��� ������	��� ���	�	�	�	 ��=
���������� A �������!� �� �	�	; -�	 ¬A �	H�	�

5�6 ���>����� � ������>����

��&���	�� R ��	��� ��	��� 8�	H���� R ��� 	
������ 
	����� 8�	=
H�����9 GD	� 8�	H����	8 8� 
	��8��8 	
J�������� � 	��	 ���	�
	
���������E; �
	��� �����-�8�E 	
J���	� ��F�� �������� ���
��F�� 8�����G����8�����; N�	 	
������ �� � �	�8 ���-�� ������
�-����� 	
���������8 8�	H�����; 
	��	���� 	�	 �
�������� � 
	=
�����8 
��� 8	H�� 
	��� ��	H��8 O�	 ����	8 ���-�� �� 	
�������=
��8 �����P; -�8 ��8	 
	����� 8�	H������ 0	��� �	�	; ���	� 	
���=
��� 
	
�	��� 
�	���	��-��	�
6�����������	; ��-�	 �� 8�F��� G��F�� �������� ��� ��F��

8����G
���������� ��
� 8�	H����	; �	�	�	� �� �	���H�� ��
� � ��=
-����� ��	��	 N��8����� O(�
��8��; 8�	H����	 ������� ��8	 ����	8
�� ��������P� D���� ��� 8�	H����� M ��
��� P (M) 	���-���; -�	
M �� �	���H�� ��
� � ��-����� N��8����� 6�� �!
	�	 8�	H����� M

����	 ��
	 ¬P (M); ��
	 P (M)�
$�
��� 
���� K = {M : P (M)} R 8�	H����	 8�	H����; 	
����!=

��E ��	����	8 P � $��	� 8�	H����	 �	H� �������	 ��
� 
�����������
#��� ����	 P (K) O�	 ���� 8�	H����	 K �� �	���H�� ��
� � ��-�����
��	��	 N��8����P; �	 K ��H�� � K 
	 	
��������! N�	�	 8�	H�����;
� ���-��; ����	 ¬P (K)� #��� H� ����	 ¬P (K) O�	 ���� 8�	H����	 K
�	���H�� ��
� � ��-����� N��8����P; �	 ����	 � P (K) 
	 	
������=
��! K�

�)���# 9����� ���3������� � ����/��	 ���������� ������5���*��� ������ ���*����'
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$���� �������� � 8���8�����; �	��� ����� 	��	���8���	 �����=
H����� A � ¬A; ���������� ����������� 6����� 
����	�� 
�����=
��H�� 0���������; 	� 
����
��H���� 	 �	������� ��� �������8	�	
G�����	�	G	
��������� 8�	H������
" ����	���� ���8� � 8���8����� �������	 ����	���	 �	�������=

!��E ���� � ����	8 �����8 ����	8 ��	��� 8�	H����; ��	
	���E ���
	� 
����	��� �������; ��� � 	� �����E ��������E 
����	��	�� " ��=
F� ����-� �� �E	��� ���	H���� N��E �����8 O� ��H� ���	�=��
	 ��
��EP; 	����	 8� 8	H�8 	�8�����; -�	 ��� 	�� 
����8�!� 8�	H����	
� ��-����� 
����-�	�	 O��	
�������8	�	P 
	�����; �	 ���� 
	�����;
�� 
	�������8	�	 �������F�8� �	��-���	8� ��������
D������8 � ���	H���! N��8���	� ��	��� 8�	H����; � ����	� 8�=

�� 
������E ���8 �
	8�����8 �����8�8� "�����������

(x ∈ X) ⇔ (X 
 x)

	���-���; -�	 Gx ���� N��8��� 8�	H����� XG� M�������� N�	�	 ��=
���������� ��
��������� ���

x /∈ X ��� X �
 x.

"�����������
∀x ((x ∈ A) ⇔ (x ∈ B))

	���-���; -�	 8�	H����� A � B �	�
���!�� &	�	-� 8� 
���8 N�	
������������ ��
������� ���

A = B.

*�
�F�8 ��	 	��������
A �= B.

������������ B 8�	H����� A 	
���������� ������������8

∀x ((x ∈ B) ⇒ (x ∈ A)),

� �	�	-� ��
��������� ���

A ⊃ B ��� B ⊂ A.
�<������ =���� >��2%� ?����� ���������.� � ��#��	���	 ���������� 4�����4� ��#��'

8�����0� �����0 � ������� ��������
����	 ��#��� � ��������	 ����������'
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M�������� ��	 �		����������	 ��
���������

A �⊃ B ��� B �⊂ A.

$#M�#�� 3�.� ((A ⊂ B) ∧ (A ⊃ B)) ⇔ (A = B)�
� "����������� (A = B) ⇒ ((A ⊂ B) ∧ (A ⊃ B)) ������	 �

���� 	
���������� 6	��H�8 ((A ⊂ B) ∧ (A ⊃ B)) ⇒ (A = B)�
6�����������	; ((A ⊂ B) ∧ (A ⊃ B)) ⇔ ((∀x (x ∈ A ⇒ x ∈ B)) ∧
(∀x (x ∈ B ⇒ x ∈ A))) ⇔ (∀x (x ∈ A ⇔ x ∈ B)) ⇔ (A = B).�
*�
���!

{x ∈ M : x �= x}
�����8 � ����8	������ ������ ���������; �	�	�	� 
���8 	
	���=
-��� ��8�	�	8 ∅� D	 	
��������! ∅ R 
	�8�	H����	 �!
	�	 8�	H�=
����� &�	8� ���	 8� 
���8 ����8�������� ���	�	�	� �����������	�
8�	H����	 U ; �	�	�	� ���������� ��
�������� � 
	�8�	H�����8�
�	�	�	�	 ����!��� ��� ����8�������8�� ��8� 8�	H������
,�������8 U �� ���	 
����� � 
	�����8 G8�	H����� 8�	H����G�

,�������8 ���������� � �!
	� 8���8���-���	� ��	��� � �	���H��
�	���	 �� 8�	H�����; �	�	��� ���-�!��� 8��	��8� N�	� ��	����
 ��H�8; � 	��	8���	8 ��$�(Q� ��������8	8 ���H�� 8�	H����	
�������������E -����; � ���-���! �	�	��E 8� ���	�� 
������8�
,�	
�	 ��� 	��	F���� 8�H�� 8�	H�����8� ���!�����	���� ���

�������8�8� �
��������
 "�����

R -������� G8�	H����	 A � ��������8� UG<

R -������� A ⊃ B�

6���� 8� 
�� 
	������� �����8 
�	����F�� 	
������ ��� 8�	H�=
����8�; �	
�	�	H��� �E ������88�8� "����� �� ��
���
�� A ∪ B
8�	H���� A � B ���������� 8�	H����	

{x ∈ U : (x ∈ A) ∨ (x ∈ B)}.
�,*�� 6��� ���13����1� � ��#��	���	 ��������� � ��#��' 8�����0� �����0 5� ����%��

������	 ��#���'
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������
��
�� A ∩ B 8�	H���� A � B ���������� 8�	H����	

{x ∈ U : (x ∈ A) ∧ (x ∈ B)}.
!�������" A\B 8�H�� 8�	H����	8 A � 8�	H����	8 B ����������
8�	H����	

{x ∈ U : (x ∈ A) ∧ (x /∈ B)}.
����	��� 8�H�� ��������8	8 U � 8�	H����	8 A ���������� ����	�
���
�� A � U � 	
	���-����� -���� CA�

" ��	��� 8�	H���� �8�!��� ����	�� 
����� �� �	�����

C(A ∪ B) = CA ∩ CB; C(A ∩ B) = CA ∪ CB. (3.1)

,D��d(#(%# 3�.� 6	������ ��������� O3�.P; ��
	����� ��	��=
8� 3�.�

#������� ����	� n ���������� �
	���	-���	� 8�	H����	 �� n

N��8���	�; ���
H����E �	8���8� 	� 1 �	 n; � ��
�����	� � 
	�����9
(x1, x2, . . . , xn)� D	����� �
	���	-���	��� 8�	H����� ����!-�����
� �����!��89 ���� (x1, x2, . . . , xn) � (y1, y2, . . . , yn) R ��� �	���H�
	�����	�	� �����; �	

((x1, x2, . . . , xn) = (y1, y2, . . . , yn)) ⇔
⇔ ((x1 = y1) ∧ (x2 = y2) ∧ · · · ∧ (xn = yn)).

&	���H ����� ��� ���������� �������
����� �����$
M
������8 ��
��� 
	�����!! 	
�����! ��� 8�	H�����8�� %��

��������� ��� ������ ���
������
�� 8�	H���� A1, A2, . . . , An ��=
�������� 8�	H����	 �	���H��9

A1×A2×· · ·×An := {(x1, x2, . . . , xn) : x1 ∈ A1∧x2 ∈ A2∧· · ·∧xn ∈ An}.
�?��� ,����� ���������.� � 4���/� ���	 4�����4� ���������� ������5���*��� ��������


����	 #��������'



��" �������#� 	 ���$�����	% ��

#��� 8�	H����	 A R ���� � �	���	�����=
�	� 
�	��	���; � 8�	H����	 B R 	����	�
�� ����������	� 
��8	�; �	 �E ������	=
��8 
�	���������8 A×B 
���� �������;
�8�!��� ��	�8� 
�	�����8� 8�	H�����
A O�� �	���	�������! 
�	��	���P � B O��
�����������! 
��8�!P�

D	����� 	�	
��H���� R �����8�������	� ������ � 
	�����8 8�	=
H����� 
	����� � 8���8������ �	H�	 �������; -�	 �!
�� 8���8���=
-����� ��	��� ���-��� ���	�	��� O�
	��� 	
����������P ��� 8�	=
H����� �8���� � ���	�	��8 O�
	��� 	
���������8P ���	8 	�	
��=
H����� O ��H�8; ��$�( ���-��� 8�	H����� �������������E -����
�8���� � 	
���������8� �� ��E �������8�P� "���� �����8������=
�	��� 
	����� 	�	
��H���� 
���8 �-����� ��	 ��	
�������8�8< 	�=
���	 	
�F�8 ��	 �����!��8 	
���	89 ���������
� R ���	�; 
	 �	=
�	�	8� ��H�	8� N��8���� ���	�	�	�	 ������	�	 8�	H����� X ���=
����� � �		��������� �
	��� 	
���������� N��8��� ����	�	 �����=
�	�	 8�	H����� Y �
 ���� 8�H�� N��8����8� X � Y 
���8 ��
������� � ����9 Y 


y = f(x), x ∈ X� ��	H����	 X 
���8 �������� ��	����" �����
��	��
� 	�	
��H���� f (X := dom f); 8�	H����	 Y0 = {y ∈ Y :

(∃x ∈ X)(y = f(x))} ���	��8 8�	H����	8 ���-���� 	�	
��H���� f
(Y0 := im f)� &�	8� ��
��� y = f(x) 
�F�� ���H� f : X → Y �
�	�	���9 Gf 	�	
��H��� X � Y G�
M�	
��H���� f : X → Y 
	�	H���� 8�	H����	

Yefghf := {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊂ X × Y,

�������8	� ����
��� ���������
�� M
����	; 8�	H����	 M ⊂ X×
Y 	
�������� 	�	
��H���� �	-�	 �	���; �	���

(∀x ∈ X)(∃!y ∈ Y )((x, y) ∈ M).

6�� 	�	
��H���� f � g ������!��� ������
; ���� dom f = dom g =

X � f(x) = g(x) ∀x ∈ X�
������� 8�	H����� A ⊂ dom f = X 
�� 	�	
��H���� f : X → Y

���������� 8�	H����	

f [A] := {y ∈ Y : (∃x ∈ A)(y = f(x))}.



��" �������#� 	 ���$�����	% ��

��	H����	
f−1[B] := {x ∈ X : f(x) ∈ B}

������!� ���������� 8�	H����� B�
D�	 	�	
��H���� f : X → Y �	�	���; -�	 	�	 �"� ���
��� O���

���� 	�	
��H���� X �� Y P; ���� f [X] = Y <

� ���
��� O��� ���� �	����
�P; ���� ∀x1, x2 ∈ X (f(x1) =

f(x2)) ⇒ (x1 = x2)<
�
���
��� O��� ���
��� �������
��P; ���� 	�	 �!�J������	 �

��J������	 	��	���8���	�
M�	
��H���� y = x2 
���� �!�J�������8; �	 �� ��J�������8;

���� � ��-����� 8�	H�����X ����8�������� ��! 	��Ox; � � ��-�����
8�	H����� Y ����8�������� ��- {y ≥ 0}� $	 H� ��8	� 	�	
��H����
y = x2 
���� ��J�������8; �	 �� �!�J�������8; ���� � ��-�����
8�	H����� X ����8�������� ��- {x ≥ 0}; � � ��-����� 8�	H�����
Y ����8�������� ��! 	�� Oy� %; ���	���; 	�	
��H���� y = x2 
����

��������8; ���� � ��-����� 8�	H���� X � Y ����8�������� ��-�
{x ≥ 0} � {y ≥ 0} �		����������	�
#��� 	�	
��H���� f : X → Y 
�������	; �	 ����������	 �	���=

���� 	�	
��H����
f−1 : Y → X,

�	�	�	� 	
���������� �����!��8 	
���	89 ���� y = f(x); �	 x =

f−1(y); �	 ���� N��8���� y �������� � �		��������� �	� N��8��� x ∈
X; 	
���	8 �	�	�	�	 
�� 	�	
��H���� f �������� y� "���� �!�J��=
����	��� ���	� N��8��� ��������; � ����� ��J������	��� 	� ����=
��������� $���8 	
���	8; 	�	
��H���� f−1 	
�������	 �	������	�
L�	 	�	
��H���� ������!� �������� 
	 	��	F���! � ��E	��	8�
	�	
��H���! f �
#��� 	�	
��H���� f : X → Y � g : Y → Z ���	��; -�	 	��	 ��

��E (g) 	
�������	 �� 8�	H����� ���-���� ����	�	 (f); �	 8	H�	

	���	��� �	�	� 	�	
��H����

g ◦ f : X → Z,

	
�������8	� �	�8��	� (g ◦ f)(x) := g(f(x))� D	���	���	� 	�	
��=
H���� g ◦f ������!� ������
�
�� O��������
�
��P ���E 	�	
��H�=
��� f, g�



��" �������#� 	 ���$�����	% ��

M�8���8 ��� 	��	 
	����� � ���	�	�	8 �8���� 
	�����-�	� 8�H=
�� 
	�����8� 8�	H����� � 	�	
��H����� D���� X � Y R ���	�	���
8�	H������ ����&��
�� R ���������� �!
	� 
	�8�	H����	 �E ��=
����	�� 
�	��������� X ×Y � 6����8� ��	��8�; 	��	F���� R R N�	
8�	H����	 �
	���	-����E 
�� (x, y); ��� x ∈ X; � y ∈ Y � ����	
�8���	 �	�	; -�	
� 
����� (x, y) ∈ R; 
�F�� xRy � �	�	���; -�	 x
������ � y ����&��
�� R; ���; -�	 x �����
��� � ����&��

 R �
y� #���X = Y ; �	 ����R ⊂ X×X = X2; �	 �	�	���; -�	 ����&��
�
R ������ �� X�
D�%�#� 3�.� %
�����	�

� = {(x, y) ∈ X2 : x = y}
���� 
	�8�	H����	 X2; ����!��� 	��	F���� ��������� 8�H�� N��=
8����8� 8�	H����� X� 6�����������	; x�y 	���-���; -�	 (x, y) ∈
�; �	 ���� x = y�
" �������F�8 ��8 
	���
����� ��� ���� 	��	F����� D���� R ⊂

X2 R 	��	F����; ��	�����	��!��� �����!��8 ����	8�89
∀x ∈ X xRx O����������	���P;
∀x, y ∈ X xRy ⇒ yRx O��88����-�	���P;
∀x, y, z ∈ X (xRy) ∧ (yRz) ⇒ (xRz) O����������	���P;
R 
�����	 �������� ����&��
�� '��
��	�������
 � 	
	���=

-��� ��8�	�	8 ∼�
,D��d(#(%# 3�4� D	������; -�	 	��	F���� 
���������	���


��8�E �� 
�	��	��� �������� 	��	F����8 N����������	����
,D��d(#(%# 3�3� (���� 	F�
�� � �����!��8 �����H������

D���� R R 	��	F���� N����������	���� $	��� � ���� ��88����-�	=
��� xRy ⇒ yRx; � 	��!�� � ���� ����������	��� xRy ∧ yRx ⇒
xRx� 6����8� ��	��8�; ����������	��� ���� ��������� ��88����-=
�	��� � ����������	��� OSP�
6����8 ��H��8 	��	F����8 �������� ����&��
� 
���

����

������� �� 8�	H����� X; �	 ���� 	��	F���� R ⊂ X2; ��	�����	��=
!��� �����!��8 ����	8�89
OUP ∀x ∈ X xRx O����������	���P;
OUUP ∀x, y ∈ X (xRy)∧ (yRx) ⇒ x�y; �	 ���� x = y O������88��=

��-�	���P;
OUUUP ∀x, y, z ∈ X (xRy) ∧ (yRz) ⇒ (xRz) O����������	���P�



��& ���������� � '����		 ��

6�� 	��	F���� -����-�	�	 
	����� �8���	 �8���	 xRy -���	 
�=
F�� x ≤ y � �	�	���; -�	 y �	����� �� x�
,D��d(#(%# 3�5� D���� M R ���	�	�	� 8�	H����	; � P(M) R

8�	H����	 ���E ��	 
	�8�	H����� D	������; -�	 	��	F���� ���!-�=
��� ������ 	��	F���� -����-�	�	 
	����� �� 8�	H����� P(M)�
$�
��� 
���� X � Y R ��� 
�	���	����E 8�	H������ M��	F����

R ⊂ X × Y ���������� �����
���	����; ����

(xRy1) ∧ (xRy2) ⇒ (y1 = y2).

,D��d(#(%# 3�7� D	������; -�	 ������ Yefghf 	�	
��H����
f : dom f ⊂ X → Y ������ ������	�����	� 	��	F�����
,D��d(#(%# 3�1� D	������; -�	 �!
	8� ������	�����	8�

	��	F���! R ⊂ X × Y 8	H�	 
	������� � �		��������� ���	�	�	�
	�	
��H���� f �� 8�	H����� X �	 8�	H����	 Y �

5�, =��:�������� ?
�	<��

$�
��� 8� �	�	�� ���� ���	�	� 	
��������� �������� D	� �����
�
�� y = f(x) 8� 
	��8��8 	�	
��H���� f : X → R; ��� R R
8�	H����	 �������������E -����; � X ⊂ R�
MD�#6#)#(%# 5�.� &���� �������; �	��	���� �� 
	��	����E;


	����������E; �	�����8�-����E; ���
�����E; ����	�	8����-����E;
	
�����E ����	�	8����-����E; ��
��
	��-����E; 	
�����E ��
��=

	��-����E; � ���H� �������; 
	��-����E �� 
���-�������E ��F�

	�������	8 -�����E ����8���-����E 	
������ � �	8
	�����; ��=
�������� �����	8 '	���������� �����
��
$�
��� 
������8 � 	
��������! �������� '	���������� �����

�
�� ���	� 	
���������; �	�	��8 8� �	�
	�����8��; �	��� �����=
��� ���
����

���
��  ��� ��	 ����!-����� � �����!��89 
�� ���=
-���� ���	�	=��
	 8���8���-���	�	 	
J���� ������!��� ���	�	���
��
����
 N�	�	 	
J����; �������8�� ��(���������
� *���8 N��

������� ���� � 	��	�� 	
��������� 	
J����� ����8����� 
	��� ��=
�	�	 	
��������� ��	
E	��8	 ��� �
�������; -�	 	
J���; 	
����=
������ 
	�������	8 ��	�E 
������	�; ���������� � 	
������� �����
���
��; �	 ���� ��H�	 �
�������; -�	 �� ���������� ��� ���	�	=��
	
	
J����; 	
����!���	 ����8� H� 
�������8�; -�	 � 	
����������
��8� 	
J����



��& ���������� � '����		 ��

����	8���-����� 8��	� 	-��� 
	E	H �� 
!�	�����-����� 
	�=
E	� � ����; �	��� �������	 ���� 
	�8������� ������������ M����	
� ��E ���-��E; �	��� �������	 ���� E	�	F	 ���8 �������	 O� �8���	
��� 	
��	�� ���	 � N��8�������8� �������8�; ����	8�8� ���8 ���
�	 F�	��P; ����	8���-����� 8��	� 	
������ ���	8 
���8�������
D�����; ��� ��8���� 0�������; N�� 
���8������� �E	H� � 
���8�=
�����	8 �	�	����� 
���� -�����8 ����	8�
MD�#6#)#(%# 5�4� ������� y = f(x); 	
����!��� �����!=

��8� ��	�����8�9
OUP f(1) = a, a > 0; a �= 1<
OUUP f(x1) · f(x2) = f(x1 + x2) ��� �!
�E -���� x1 � x2<
OUUUP lim

x→x0

f(x) = f(x0) ��� �!
	�	 -���� x0;

���������� ��������	���� �����
�� � 	
	���-����� y = ax�
$#M�#�� 5�.� %	� 	"���� 

�	� a > 0�
a �= 1 ��(������� � ��
����
 ���� �����
����	���� �����
�$
*�8���8; -�	 � ���� ��	����� OUUUP 
	����=
������� ������� ��
������� �� ���� 	��
Ox�

MD�#6#)#(%# 5�3� ������� y = f(x); 	
����!��� �����!=
��8� ��	�����8�9
OUP f(a) = 1; a > 0; a �= 1<
OUUP f(x1) + f(x2) = f(x1 · x2) ��� �!
�E 
	�	H�������E -����

x1 � x2<
OUUUP lim

x→x0

f(x) = f(x0) ��� 
	�	H������	�	 �!
	�	 -���� x0;

���������� 	����
��

����� �����
�� � 	
	���-����� y = loga x�
$#M�#�� 5�4� %	� 	"���� 

�	� a > 0�
a �= 1 ��(������� � ��
����
 ���� 	����
�
��

����� �����
�$
M�8���8 ��
������	��� �	�����8�-���	�
�������; �8�!��! 8���	 � ���� ��	�����
OUUUP�

6	�������� ��	��8� 	 
	���������	� � �	�����8�-���	� ����=
���E 8� �� 
���8; 
	�	8� -�	 	�� 
��� �	������ � ������� F�	���
O6����8� ��	��8�; ���� ���� ���8 ��������; ��	
E	��8	 �	���	 ��=

	8���� ���������!P�



��& ���������� � '����		 
	

MD�#6#)#(%# 5�5� ������! y = aα loga x; 	
���������! 
��

�	���	���	8 α ��� �!
	�	 
	�	H������	�	 x; ���	��8 ���������
�����
�� � 
���8 	
	���-��� y = xα� #��� 
	�������� ���
��� α

����������� �	
	� ����	�����	� -���	 α = m

n
; ��� n R ��-���	�

-���	; ��
	m � n -����� 	��	���8���	; �	 ���
����! ������! y =
xα 8	H�	 	
�������� �� ���� 	�� Ox; 
	����� ��� 	�����������E
x9

y =

{ |x|α ���� m = -���	�;
−|x|α ���� m � n R ��-�����.

0���8 
	 	
��������! �-�����; -�	 
�� α > 0 0α = 0; 00 = 1�

" ��	��8� 	 �������	����� ����������	� ���
���	� ������� 
	

	��F	8� �-��� ��� ��	
E	��8	���; ��� ��� 	�� 	
���������� -�=
��� 
	����������! � �	�����8�-����! �������; �		��������!���
��	��8� ��� �	�	��E 8� �H� ��	�8����	�����
 ��
����� ������� ���H� 	
����!� ��	����	8 ������������
$

6	�����������	 N�	�	 �����H����� 	
������� �� ����	� 
	��� ���=
��8��������� ���� R ��88�; ����	���; 
�	���������; -����	� � �	8=

	����� ���E ��
�������E ������� ��
�������� OD�� ����8	�=
����� -����	�	 ���E ������� �������� 	
�-��� 	�	�	��� 	 ����=
������� ���! ���8�������P� 6����8� ��	��8�; 
��8������ ����8�=
��-����E �������� � �	8
	����� �� ������� ��� �� 
������ ����=
�� ��
�������E �������� 6	�����������	 N�	�	 �����8�������	�	
����� 8� 
�	����8 
	������
MD�#6#)#(%# 5�7� ������� y = f(x) � y = g(x); 	
����!���

�����!��8� ��	�����8�9
OUP f(x1 + x2) = f(x1)g(x2) + f(x2)g(x1) ��� �!
�E -���� x1 � x2<
OUUP g(x1 +x2) = g(x1)g(x2)− f(x1)f(x2) ��� �!
�E -���� x1 � x2<
OUUUP f 2(x) + g2(x) = 1 ��� �!
	�	 -���� x<
OUiP f(0) = 0; g(0) = 1; f(π

2 ) = 1; g(π
2 ) = 0<



��& ���������� � '����		 
�

OiP 0 < f(x) < x < f(x)
g(x) ; ���� 0 < x < π

2 ;

������!��� �
����� � ���
����� � 	
	���=
-�!��� f(x) = sin x; g(x) = cos x�
$#M�#�� 5�3� )�(�����"� ��
�� ���
�����

 f(x) 
 g(x)� ����	������"(
�
������	��
" �����
� �
��� 
 ���
���$

6	�����������	 N�	� ��	��8� 8� 	
�����8 ����� ��	 ��E��-���	�
��	H�	����d���!��� 8	��� 	����	8����� � ��8 � �!
	8 �	����	-=
�	 
	��	8 �-�
���� 
	 8���8���-���	8� ��������
,D��d(#(%# 5�4� %�E	�� �� 	
��������� 5�7� �	������ �����=

!��� ��	����� ������� y = sin x � y = cos x9
OUP | sin x| ≤ 1; | cos x| ≤ 1 ∀x ∈ R<
OUUP sin(−x) = − sinx; cos(−x) = cos x ∀x ∈ R<
OUUUP sin(π

2 − x) = cosx; cos(π
2 − x) = sin x ∀x ∈ R<

OUiP ������� y = sin x � y = cos x 
���	��-�� � 
���	�	8 2π�
M�8���8 ��� 	��	 	-��� ��H�	� ��	����	 ������� y = sin x �

y = cos x R N�� ������� ����������� D	�� ��� �	������ N�	� ����
8� �� � �	��	���� � 
	�	8� ������8 N�	 
	������
MD�#6#)#(%# 5�1� *�������� ���������� ������� y = WYx =

sinx
cosx

; x �= π
2 +πk; k = 0,±1,±2, . . . ������� y = KWYx = cosx

sin x
; x �= πk;

k = 0,±1,±2, . . . ; ���������� ������������
%� 	
��������� �������; -�	 ������� y = WYx � y = KWYx 
�=

��	��-����� � 
���	�	8 π� "�� 	�������� ��	����� N��E �������
����	8� �� F�	��; 
	N�	8� 8� 	�����-�8�� �	���	 N�����8� ���=
���	� N��E ��������

MD�#6#)#(%# 5�2� ������! y = f(x), �������! �� ���	�	=
�	8 
�	8�H����; ���	��8 ��������� ��������"(�� O�����"(��P
�� N�	8 
�	8�H����; ���� ��� �!
�E -���� x1, x2 �� 
�	8�H���� ��=
��E; -�	 x1 < x2; �8��8 f(x1) ≤ f(x2) (f(x1) ≥ f(x2))� +���������



��& ���������� � '����		 



�� 
�	8�H���� ���������� 8	�	�	��	 �	������!��� ��� 8	�	�	��	
�
���!��� ��������
*�8���8; -�	 
���!� �������; ��
��8��; f(x) = 1 �� 	������

[0, 1]; �	�	��� 	��	���8���	 ����!��� 8	�	�	��	 �	������!��8�
� 8	�	�	��	 �
���!��8�� ��	
� ����!-��� N�	; 
�	����8 
	���
���	��! �������!�
MD�#6#)#(%# 5�>� ������! y = f(x), �������! �� ���	�	=

�	8 
�	8�H����; ���	��8 ������ ��������� ��������"(�� O����
��"(��P �� N�	8 
�	8�H����; ���� ��� �!
�E -���� x1, x2 �� 
�	=
8�H���� ����E; -�	 x1 < x2; �8��8 f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2))�
)����� ���������� �� 
�	8�H���� ���������� ���	�	 8	�	�	��	
�	������!��� ��� ���	�	 8	�	�	��	 �
���!��� ��������
D	����	; -�	 ����� ���	�	 8	�	�	���E ������� �	���H���� �

������ 8	�	�	���E ��������
D�%�#� 5�.� ������� y = XYZx �������� 8	�	�	��	; �	 �� ���	=

�	 8	�	�	��	 �	������!��� �� 	������ [−1, 1] ��������
������ ���	�	 8	�	�	��	� ������� 
����������� � 
��8�8� y =

c; ��� c ���	�	��� �	�������; �� 
	���; -�8 � 	��	� �	-��� D	�-���=
��8 ���; -�	 8	�	�	���� ������� �� 	
��������	 ��
��������
MD�#6#)#(%# 5�/� D���� ������� y = f(x) 
�������	 	�	
=

��H��� 
�	8�H��	� I � 
�	8�H��	� J � ������� x = g(y); ��������
�� J ; �	 ���-����8� � I ���������� �����
��� �������� � �����


y = f(x); ���� ��� �!
	�	 -���� x �� I g ◦ f(x) = x�
D�� N�	8 ������� y = f(x) �������� ��������; 	
����	� �

������� x = g(y)�
��	8����-���� N�	 	���-��� �����!���� D	�����8 ������ ����=

��� y = f(x) �8���� � 	��8� �		������ �� π ������ �	���� 
�����=
����� ���� 8�H�� 
	�	H������	� 	��! Ox � 
	�	H������	� 	��!
Oy; � 8� ����� 
	��-�8 �����-���� x ��� ������! 	� y; �	 ����
������ 	
����	� ������� x = g(y)�
,H� �� N�	�	 ��	8����-���	�	 
	���	���� ����	; -�	 �������

y = f(x); 	
���������� �� ���	�	�	8 
�	8�H���� I; �8��� 	
���=
��! ������! � �	8 ���-��; �	��� 	�� ���	�	 8	�	�	��� � ��
��=
������ D��-�8 	
������ ������� 
���� ��
������	� � ���	�	 8	=
�	�	��	� � ��8 H� E�������	8 8	�	�	��	���; -�	 � ��E	���� ����=
���� D	�H� 8� N�	� ���� ���	�	 �	��H�8; � ���-�� 	
����8�� ��	��
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� N��8�������8 �������8�
������� y = sin x ��
������� � ���	�	 8	�	�	��	 �	��������

�� 	������ [−π
2 ,

π
2 ]� " ���� ��F�E ��	8����-����E �����H����� 	��

�8��� �� 
�	8�H���� [−1, 1] 	
�����! ������!; �	�	��! 	
	���=
-�8 -���� y = arcsinx� ������� y = arcsinx �	H� ��
������� �
���	�	 8	�	�	��	 �	�������� �� 	������ [−1, 1]�
D	������� ����	��-�	8� ����8	�����! ������� y = cos x; y =

WYx; y = KWYx; 
	��-�8 	
������ � ��8 ������� y = arccosx; y =
feKWYx; y = feKKWYx9
,D��d(#(%# 5�4� 6	������; -�	
OUP arcsin(−x) = − arcsinx; arccos(−x) = π − arccosx<
OUUP arcsinx + arccosx = π

2 ; feKWYx + feKKWYx = π
2 �

MD�#6#)#(%# 5�.B� ,
�����	

���
� �
����� ���������� ����=
��� y = Xhx = ex−e−x

2 O-������� GE���� ���GP; �
�����	

���
� ���

�
����� R ������� y = �hx = ex+e−x

2 O-������� G�	E���� ���GP; �
�

�����	

���
� ��������� R y = Whx = Xh-
Kh- OG���E��� ���GP; �
����

��	

���
� ����������� R y = �Whx = �h-
Xh- OG�	���E��� ���GP�

,D��d(#(%# 5�3� 6	������ ���������9
Xh(x1 + x2) = Xhx1Khx2 + Khx1Xhx2;
Kh(x1 + x2) = Khx1Khx2 + Xhx1Xhx2;
Kh2x − Xh2x = 1; Whx · KWhx = 1;



��& ���������� � '����		 
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Kh2x = 1 + 2Xh2x; Xh2x = 2XhxKhx�
��
��
	��-����� ������� ����������; ��� ��� �	�������� �� 
	=

����������E �������� " ���� ���	�	� 8	�	�	��	��� ��
��
	��-�=
���E ������� �� 	
���������E 
�	8�H����E 	�� 	
����!� 	
���=
��8� �������8�� M
��������� 	
�����E ��
��
	��-����E ����=
��� 8� ����8 
	�����; � ���-�� ��8���8; -�	 	��	8��! �	�� � ��=
$�(Q� ������ 
	����������� ������� � 	��	�����8 e� M�� �	���
�
�������	� �������� R '��������
�	���� �����
� ��� '���������
R � 	
	���-����� y = ex ��� y = exp x�




�

� �����
�����
�� �����

��
 ��������	� � ��� 
 ���� ���

�

����� �

! �������� "� 
� 
������� ��

�����	 ����� #����� ������ $��������

���� ���� �����������	 ��
� %� ����

)�) ���>����� ��
�������$��@ '����

D�� 	
��������� 8�	H����� �������������E -���� R 8� ��	��
�	�
	�����8�� ����	8���-����8 8��	�	8�
MD�#6#)#(%# .�.� ��	H����	 X ���������� �	�����

���
�

��	��; ����
OUP 	
�������	 ��������	� 	�	
��H���� O	
������ ��	H����P + :

X × X → X �	 �����!��8� ��	�����8�9
∀x, y ∈ X (x + y = y + x) O�	88�������	���P<
∀x, y, z ∈ X ((x + y) + z = x + (y + z)) O���	�������	���P<
∃0 ∈ X ∀x ∈ X (x+0 = x) O�������	����� ���������	�	 N��8����

O����PP<
∀x ∈ X ∃y ∈ X (x + y = 0) O�������	����� 
�	���	
	�	H�	�	

N��8����P<
OUUP 	
�������	 8�����
��������	� 	�	
��H���� O	
������ �8�	=

H����P · : X × X → X �	 �����!��8� ��	�����8�9
∀x, y ∈ X (x · y = y · x) O�	88�������	���P<
∀x, y, z ∈ X ((x · y) · z = x · (y · z)) O���	�������	���P<
∃1 ∈ X ∀x ∈ X (1 ·x = x) O�������	����� ���������	�	 N��8����

O�������PP<
∀x ∈ X (x �= 0 ⇒ ∃y ∈ X (x · y = 1)) O�������	����� 	
����	�	

N��8����P<
OUUUP �
	8������ 	
������ ������� �����!��8 	
���	89
0 �= 1<
∀x, y, z ∈ X ((x + y) · z = x · z + y · z) O������
�����	���P�
,D��d(#(%# .�.� D���� X R ����
���-���	� 
	��� 6	������;

-�	
OUP (∃!0 ∈ X ) ∧ (∃!1 ∈ X )<
OUUP ∀x ∈ X (x · 0 = 0)<



��� �������#� �����#	���(� ) �	��� 
�

OUUUP ∀x ∈ X ∃!y ∈ X (x + y = 0); ∀x ∈ X (x �= 0) ∃!y ∈ X
(x · y = 1)<
OUiP ∀x ∈ X (−x = (−1) · x); ��� −x � =. R N��8����; 
�	���	
	=

�	H��� N��8����8 x � .�
D	 �����H����! (�0��
���� �!
�� 8���8���-����� ��	��� ���=

-��� 8�	H����� � �������8� �� ��E 8���8���-����8� ���������=
8��  �8	 
	����� 8���8���-���	� ��������� �����8�������	; �	
���� ��	
�������8	; 	����	 ����� ��E 
�����	 �����-��� ����
���=
-�����; 
	����	��� � �	
	�	��-����� ���������� M
���������8 .�.
������ 
��8�� ����
���-���	� ���������� (�H� 8� 
������8 
��=
8�� 
	����	�	� ����������
MD�#6#)#(%# .�4� ��	H����	 X ���������� 	
����� ������

��
�����; ����
OUP �� ��8 	
�������	 	��	F���� -����-�	�	 
	����� O≤P<
OUUP 
�� �!
�E x, y ∈ X �
��������	 ��
	 x ≤ y; ��
	 y ≤ x�
M��	F���� x ≤ y O-������� Gx 8���F� ��� ����	 yGP ��
�����!�

���H� � ���� y ≥ x O-������� Gy 
	��F� ��� ����	 xGP< 	��	F����
x ≤ y 
�� x �= y ��
�����!� � ���� x < y O-������� Gx 8���F�
yGP ��� � ���� y > x OGy 
	��F� xGP� M��	F���� x ≤ y ������!�
������������; � 	��	F���� x < y �����
� �������������
MD�#6#)#(%# .�3� ��	H����	 X ������!� 	
����� ��������


����� �	�����

���
� ��	��; ���� 	�	 �������� 	��	���8���	 ��=
��
���-����8 
	��8 � ������	 �
	���	-����8 8�	H����	8; 
��-�8
OUP ∀x, y, z ∈ X (x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z);
OUUP ∀x, y ∈ X (0 ≤ x ∧ 0 ≤ y ⇒ 0 ≤ x · y)�
O" �������F�8 ���� �8�	H���� · -���	 
���8 	
������P�
,D��d(#(%# .�4� D���� X R ������	 �
	���	-���	� ����
��=

�-���	� 
	��� 6	������; -�	
OUP ∀x, y, z ∈ X (x < y) ⇒ (x + y < y + z)<
OUUP ∀x ∈ X (0 < x) ⇒ (−x < 0)<
OUUUP ∀x, y ∈ X (x < 0) ∧ (y < 0) ⇒ (xy > 0)<
OUiP ∀x, y ∈ X (x < 0) ∧ (0 < y) ⇒ (xy < 0)�
MD�#6#)#(%# .�5� )�����	 �
	���	-���	� 8�	H����	 X ��=

�������� ��	���; ���� ��� �!
�E ���E ��	 ��
����E 
	�8�	H����
������� <������ � ���������2�0	 5���!����� 5�! �����0� #��55� 4���/� ���- �������

����� ��@�!������2 � /��2$ 4������ �/�� ���	 ���������� �� ������ ������ ���*����'



��� �������#� �����#	���(� ) �	��� 
�

X1 � X2 ����E; -�	

∀x1 ∈ X1 ∀x2 ∈ X2 (x1 ≤ x2),

�������� N��8��� y ∈ X ���	�; -�	

x1 ≤ y ≤ x2.

)������� �
	���	-���	��� 8�	H����� X 	���-���; -�	 ��	 8	H�	
G�������� � 	��� ����!G; ���
	�	H�� N��8���� G
	 �	��������!G;
�	 ����

· · · ≤ x ≤ · · · ≤ y ≤ · · · ≤ z ≤ . . .

D	��	�� �
	���	-���	�	 8�	H����� 	���-��� �����!���9 ���� 8�
�� N�	� G�����G��
���8 ��� ��
����E 8�	H�����; 
��-�8 	��	 ��
��E ��H�� G�����G����	�	; �	 �� N�	� G�����G	
��������	 ��������
N��8���; ��H���� G8�H��GN��8� 8�	H�����8� O�	�8	H�	; 
�����=
��H���� 	��	8� ��� 	
	�8 8�	H�����8P�
����	8�; ��H���� � 	��	�� 	
��������� 
	��	�	 ������	�	 �
	=

���	-���	�	 8�	H�����; ���������� ���
���� ��	���� � �8��� ��=
��!-������	 
	��F	� ���-���� � 8���8���-���	8 �������� " N�	8
��8 ��� 
�����	�� �
�������� � ���-�� ����8; ���	���;
MD�#6#)#(%# .�7� D	��	� ������	 �
	���	-���	� ����
���=

-���	� 
	�� ���������� ���������� ������
��	���� 

��	 � 	
	=
���-����� ��8�	�	8 R�
D�� ����	8���-���	8 �
	�	
� ������� �	�	 ��� ��	�	 	
J����

������ �	�����!� 
	 ������� 8��� ��� �	
�	��� D����� R �� ��=
������ �� 8�	H����	 ����E 	
J���	� 
����8S L�	 	-��� ��H���
�	
�	�; 	� 	����� �� �	�	��� ������� ��8	 �������	����� ��������=
8	� ��	���� 6�����������	; -�	 8	H�	 ������� 	 ��	���; �	�	��� �
��-����� ��������8� ��	�E 8�	H���� ����8�������� 
� 8�	H����	
������	� �� D	�����8 ����	8S^ "�	�	� �	
�	� R ��	���	 �����-��E
	
J���	� 	
�������� ������ �����8� ����	8S
" 	��	F���� R �� 
����� �	
�	� ������� 	������� 	���������=

�	; 
	��	���� 8�	H����	 ���E ������-��E ��	
��; ��� 8� ����8
�� ����� ������� F�	��; 
	��	���! ��	�����	���� ���8 ����	8�8

	��	�	 ������	�	 �
	���	-���	�	 ����
���-���	�	 
	��� ��	 H�
�������� 	����� �� ��	�	� �	
�	�; �	 	� 	��� 
�	�������; �
	 ���-�=
�� ��H�	 
	����; -�	 ���	� G�����-��� 	
J����G� D���
	�	H�8;
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-�	 ����� ���� A � B; 
	������� ���	H���	� ��F� ����	8����	�;

	���	�� 8	���� RA � RB 8�	H����� �������������E -����; 
��-�8
	��H����; -�	 ���������� 	�	
��H���� f : RA → RB; �	E����!���
	
������ ��	H���� � �8�	H����; � ���H� 	��	F���� 
	�����< �	
���� 
�� ���E x, y ∈ RA �8��8

f(x +A y) = f(x) +B f(y),

f(x ·A y) = f(x) ·B f(y),

x ≤A y ⇒ f(x) ≤B f(y).

O*���� +A, ·A,≤A � +B, ·B,≤B R ����8���-����� 	
������ � 	��	=
F���� 
	����� �� 8�	H�����E RA � RB �		����������	P� j��	;-�	
RA � RB ������ �-����� �	���8 �H� G�����-��8�G; 	�� ��	��� G
	=
E	H�G ���� �� ������
" 8���8����� ��	�	 G
	E	H��G��8������� ��	�	8 G��	8	�����G;

� ��	�	 G�����-���G R ��	�	8 G����	8	�����G� $�� �	�; 	������=
����; -�	 ��
��������� �������� ������
��	���� 

��	 ���.

)�/ 2��:��>����� :��>����� ��
�������$��@ '����

%� 	
��������� 8�	H����� R �������� �������	����� ������� .�
%�
	����� �� � ����	8� 8�	H����� R; 8� 8	H�8 
	���	��� -����
1, 1 + 1 = 2, 2 + 1 = 3, . . . ; ��H�	� �� �	�	��E 
	��-����� 
��
����=
���8 ������� � 
��������8�� D	��-����� ��� -���� ����������
���������� ������	���� 

��	 � 	
	���-����� ��8�	�	8 N� L��=
8���� 8�	H����� ����������E -���� ������!��� ������	����



�	��
�
,D��d(#(%# 4�.� D���� 8�	H����	 M ⊂ N� 6	������; -�	

���� 1 ∈ M � (m ∈ M) ⇒ (m + 1 ∈ M); �	 M = N�
,����H����� �
��H����� 4�. ���������� ��
��
��� �������

�

����� 
�����

� (� N�	8 
�����
� 
��������� 	��� �� 8	����=
F�E 8��	�	� 8���8���-���	�	 �	������������� M����	 
��H��; -�8

������ � ��	 ���	H���!; �����8
MD�#6#)#(%# 4�.� M�	
��H���� f : N → X ; ��� X R 
�	��=

�	���	� 8�	H����	; ���������� ���	�������	������"�
D	��	���� �!
	� 	�	
��H���� 	��	���-�	 	
���������� ��	�8

������	8; �	 8�; �� ����� 	
��	���; 
���8 �������� 
	����	��=



��� *���������#� �������#� �����#	���(� ) �	��� 
�

�����	���! 8�	H����	

{(n, xn) : n ∈ N, xn = f(n) ∈ X},
�	�	�	� 8� 
���8 	
	���-��� ��8�	�	8 {xn}�
D���� ��
��� {An} R 
	����	�������	��� �������������
$#M�#�� 4�. O8��	� 8���8���-���	� ��������P� /�	
 ������

�����
� A1 
��
���� 
 
� 
��
�����
 ����������
� Am �	�����

��
������ ����������
� Am+1� �� ��� ����������
� ���	������
��	�����
 {An} 
��
���$

� D���� I R 
	�8�	H����	 �������E ������������ 
	����	��=
�����	��� {An}� I �= ∅; 
	��	���� A1 ∈ I 
	 ���	��!� ����8	���8
8�	H����	 ������	� �������E ������������ i = {1, m, . . .}� D	=
��	���� 1 ∈ i; � ���� m ∈ i; �	 m + 1 ∈ i 
	 ���	��!; i ⊂ N 
	

	���	���!; �	 � ���� 
�����
� 8���8���-���	� �������� i = N.�

,D��d(#(%# 4�4� D	������; -�	 ��88� � 
�	��������� ����=
������E -���� ����!��� ����������8� -����8��
MD�#6#)#(%# 4�4� M
J�������� 8�	H����� ����������E -�=

���; 8�	H����� -����; 
�	���	
	�	H��E ����������8 � ���� ����=
������ ���������� ��	�� 

��	 � 	
	���-����� ��8�	�	8 Z� �����
���� m

n ; ���m ∈ Z; � n ∈ N; ������!��� ���
���	����
� ��	H����	
����	������E -���� 	
	���-����� ��8�	�	8 Q� "�� ��������������
-����; �� ����!����� ����	������8�; ������!��� 
����
���	����
�
�
D������ ��	H���� � �8�	H���� ��	
�� O� �8���	 	�� ����!���

N��8����8� QP �
�H��!� ���; -�	 Q R ����
���-���	� 
	��� D	=
��	���� Q ⊂ R � Q �= R; �	 Q � R R ����	8	����� ����
���-�����

	���
k	�	F	 �������	; -�	 �!
	� ������������	� -���	 8	H�	 
���=

������� 
���	��-�	� ������-�	� ��	
�! O����	�����	� -���	 R �	=
��-�	� ��
	 
���	��-�	� 
���	��-���	� ��	
�!; � ������	�����	�
R 
���	��-�	� �
���	��-���	� ��	
�!P� "	�8	H�	��� ���	�	 
���=
��������� 
	8	H�� ��8 	������� �� �����!��� ���������� �	
�	�9
� ����E -���� G
	��F�G R ����������E; ����E; ����	������E ���
������	������ES  �	�	 G
	��F�G8� ����� � ����-�� 
	�	8�; -�	
��� 8�	H����� N, Z, Q � R\Q 
���	��-�� � �������� G�	��-�����G�E
N��8���	� 
�	���8 
	��-��	8 �� �������� $�8 �� 8���� ����������

	�����; 
	��	��!��� ���������� 
���	��-��� 8�	H������



��� *���������#� �������#� �����#	���(� ) �	��� �	

MD�#6#)#(%# 4�3� 6�� 8�	H����� X � Y ������!��� ������
��(���
 O��� 
��"(
�
 ��
������" ��(�����P; ���� ��������=
�� 
�������	� 	�	
��H���� f : X → Y � 0���	��-�	� 8�	H����	 X
���������� �
�����; ���� 	�	 ����	8	��	 8�	H����� N; � ���
���
��� � 
�	����	8 ���-���
���
	 �	�	��; �-����8� ������!��� �� 8�	H�����; ��� N��8����

�	�	�	�	 8	H�	 G
�����8��	����G�
$#M�#�� 4�4� +�������� Q �
����$
� D�	������ 
	��-��� 
	�	H�������E ����	������E -���� ���=

���� ��H� O
	��	��!����� -���� 	�
�������8P9

L�� -���� 8	H�	 �-�����; ���H�8; � 
	8	��! �	���	 -����E ��=
��������E -����; 	������ ��-����� ��� 	�����������E ����	����=
��E -���� � ����� �
$#M�#�� 4�3� +�������� R ���
����$
� 6	����	-�	 �	������ ���-���	��� ���	�	=��
	 
	�8�	H����� R�

6�� N�	� ���� ��
���8 8�	H����	 {x ∈ R : 0 < x < 1} � 
���
	�	=
H�8; -�	 	�	 �-���	� D	��	���� ��� N��8���� 8�	H����� 
������=
��8� � ���� 
���	��-��E ������-��E ��	
��; �	 ����� �-���	���
��
�F�8 N�	 8�	H����	 � 
	����� ��8������9

α = 0, α1α2α3 . . . , β = 0, β1β2β3 . . . , γ = 0, γ1γ2γ3 . . . , . . .

��� α R 
���	� -���	; β R ��	�	� -���	; γ R ������ -���	 � �� ��
 	�����8 ��
��� -���	 ε = 0, ε1ε2ε3 . . . �����!��8 	
���	89 εi ∈

{1, 2, . . . , 8}; i ∈ N; �	 ε1 �= α1; ε2 �= β2; ε3 �= γ3 � �� �� M-�����	;
0 < ε < 1; �	 ε ��8� �� �	�-����	 
	�	8�; -�	 ε �= α; ��� ��� ε1 �= α1<
ε �= β; ��� ��� ε2 �= α2< ε �= γ; ��� ��� ε3 �= α3 � �� �� 6����8�
��	��8�; ε �� �	���H���� �	 8�	H����� {0 < x < 1}� D�	���	��-���
�



��" *�	��	� ������ #��)��� !���	+ ���	��� ,�)	���� ��

)�6 2���<�( ��'��
 ���@��
 �����A �	���:� ��@�:��� �
���:����'��	�� �����(����<�� :��>����� ��
�������$B
��@ '����

D��H�� ����	 8� 	�8���8; -�	 ��
��
���
 8� 
���8 ��������
�� �����H�����; �	�	��� N����������� 	��	� ��� ����	����8 ��=
��	8�8�
MD�#6#)#(%# 3�.� ��	H����	 X ⊂ R ���������� �����

���

��� ������ O��
��P; ����

∃c ∈ R ∀x ∈ X (x ≤ c) (∃c ∈ R ∀x ∈ X (x ≥ c)).

����	 c ���������� ������� O�
����P �����" 8�	H����� X � ��	=
H����	 X ⊂ R; 	�����-���	� ����E� � �����; ���������� �����

���
����
&�� �������	 �������; 8�	H����� N � R+ = {x ∈ R : x > 0}

	�����-��� �����; � 8�	H����	 	�����������E ����E -���� 	���=
��-��	 ����E�� ��	H����	 A = {x ∈ R : 0 ≤ x < 1} 	�����-��	
����E� � �����; �	 ���� 	�����-��	�
MD�#6#)#(%# 3�4� L��8��� a ∈ X 8�	H����� X ⊂ R ������=

���� ��
��	�&
� ��� ����
��	���� O��
����&
� ��� �
�
��	��
���P; ����

(a ∈ X ) ∧ (∀x ∈ X (x ≤ a)) ((a ∈ X ) ∧ (∀x ∈ X (x ≥ a))).

�����8������ O8���8������P N��8��� 8�	H����� 	
	���-����� ��8=
�	�	8

a = maxX (a = minX ).

*�8���8; -�	 8�	H����	 A = {x ∈ R : 0 ≤ x < 1} �8���
8���8������ OminA = 0P; �	 �� �8��� 8����8����	�	 N��8�����
MD�#6#)#(%# 3�3� (��8���F�� ���E��� ����� 8�	H�����X ⊂

R ���������� ��
��� ������� �����" � 	
	���-����� ��8�	�	8

supX = min{c ∈ R : ∀x ∈ X (x ≤ c)}
O-������� G��
��8�8 ���GP� (��
	��F�� ��H��� ����� 8�	H�����
X ⊂ R ���������� ��
��� �
���� �����" � 	
	���-�����

inf X = max{c ∈ R : ∀x ∈ X (x ≥ c)}



��" *�	��	� ������ #��)��� !���	+ ���	��� ,�)	���� �


OG����8�8 ���GP�
$#M�#�� 3�. O
�����
 �	-�	� ���E��� �����P�%	� 	"���� �����

����� �����

������ ������ ��������� X ⊂ R ��(������� ��
��
�������� ��
��� ������� �����$

� D���� Y = {y ∈ R : ∀x ∈ X (x ≤ y)} R 8�	H����	 ���E��E
������ 8�	H����� X � D	 	
��������! supX = minY � M
	���-�8
supX = s � �	
����8; -�	 ���������� ��� s′ = minY � $	��� �
	��	� ��	�	�� s ≤ s′; � � ����	� R s′ ≤ s�  ���	 
���; s = s′� %���;
����������	��� supX �	������� 6	��H�8 ��
��� �������	������
D	��	���� 8�	H����	 X �= ∅ � 	�����-��	 ����E�; �	 8�	H����	

Y �= ∅� $�� ���
∀x ∈ X ∀y ∈ Y (x ≤ y),

�	 	��!�� 
	 ����	8� 
	��	�� ������� �������	����� -���� s ∈ R

���	�	; -�	
∀x ∈ X ∀y ∈ Y (x ≤ s ≤ y).

6����8� ��	��8�; s R ���E��� ����� 8�	H����� X ; 
	N�	8� s ∈ Y �  
����	� ��	�	��; s R ��H��� ����� 8�	H����� Y ; 
	N�	8� s = minY �
�

,D��d(#(%# 3�.�  �	�8����	���� � �	������ 
�����
 �	-=
�	� ��H��� ������
 )#6 $"%# 3�.� 0 	"��� �������� �����

����� ������ ����

������ X ⊂ N 
������ ����
��	���� '	�����$
� D	 
�����
� �	-�	� ���E��� �����

∃! supX = s ∈ R.

D	 	
��������! �	-�	� ���E��� �����

∃n ∈ X (s − 1 < n ≤ s).

$	��� n = maxX ; 
	��	���� ��� ����������� -����; �	�	��� 
	��=
F� n; �� 8���F� n + 1; � n + 1 > s� $	 ���� ����������� -����;

	��F�� n; �� �E	��� �	 8�	H����	 X � �
 )#6 $"%# 3�4�+�������� ������	���� 

��	 �������

���

������$
� " 
�	����	8 ���-�� �������	���	 
� 8����8����	� ��������=

�	� -���	� (	 n < n + 1� �



��" *�	��	� ������ #��)��� !���	+ ���	��� ,�)	���� ��

,D��d(#(%# 3�4� 6	������; -�	 � �!
	8 ��
���	8 	�����-��=
�	8 ����E� 8�	H����� X ⊂ Z �8����� 8����8������ N��8����
,D��d(#(%# 3�3� 6	������; -�	 � �!
	8 ��
���	8 	�����-��=

�	8 ����� 8�	H����� X ⊂ Z �8����� 8���8������ N��8����
,D��d(#(%# 3�5� 6	������; -�	 8�	H����	 Z �� 	�����-��	

�� ����E� �� ������
$#M�#�� 3�4 O
�����
 ��E�8��� � P� ����� h ∈ R+ 1 ���
��

��	���� 

�	�$ *���� �	� 	"���� 

�	� x ∈ R ��(������� ��
��
�������� 

�	� k ∈ Z ������ 
�� (k − 1)h ≤ x < kh�

� D	��	���� 8�	H����	 Z ��	�����-��	 ����E�; �	 8�	H����	

{n ∈ Z : x/h < n} =

��
���	� 	�����-���	� ����� 
	�8�	H����	 8�	H����� ����E -�����
$	��� � ��8 �8����� 8���8������ N��8��� k; �	 ����

k − 1 ≤ x/h < k.

#���������	��� 8���8����	�	 N��8���� ���H� �������� �� 
�����=

� �	-�	� ��H��� ������ �
#��� ����� h = 1; �	 �� 
�����
� ��E�8��� ��������; -�	 ���

�!
	�	 -���� x ∈ R ���������� ����������	� -���	 k ∈ Z ���	�;
-�	

k ≤ x < k + 1.

L�	 -���	 k 	
	���-����� [x] � ���������� ��	�� 
����" -���� x�
"���-��� {x} = x − [x] ���������� ������� 
����" -���� x�
D	 	��	F���! � �������������8 -����8 -���	 ��
	�������� ��	=

8����-����� ����; ��������� � ��8 	
��	��������	8; -�	 8	H�	

	���	��� 
�������	� 	�	
��H���� f : R → L; ��� L R ���	�	���

��8�� ������ L�	 	�	
��H����; �������8	� �������

����� 
��
���������
�� 8�	H����� R; ���	���� �����!��8 	
���	8� D����
L R 
�	���	����� 
��8�� ������ "�
���8 �� ��� ��� 
�	���	��=
��� �	-��9 ����! � 
����!� )��	� 
	�����8 � �		��������� ����;
� 
���	� R �������� M����	� 
��8	�; ����!-����� 8�H�� ����8
� ��������; ���	��8 ��
�

��� ���������  	�8���� 
����� �	=
��� �����-�	�	 	������ � ����8 �	��	8 	������ I; �	����N���	�	

�=�-���! ���' ������� #' !� �'A'� � !�����#��
����	 ��������� � ��-����' 6 ����������
�� !�� ����!0 �0
������% 5��&�!�	 � ��@���� � �0� ��� �� � ����0��$ ����#���2��#�
��
������%'



��" *�	��	� ������ #��)��� !���	+ ���	��� ,�)	���� ��

�����-�	8�; 8� �	
	�����8 
���	8� �	��� 	������ I -���	 2� D	=
��	��� N�� 	
�����!; 8� ���H�8 ��� �	-�� 
��8	� L; �		��������=
!��� ����������8 -����8� "��� �	-��; ��88����-��� �	-��8 �
����������8� -����8� 	��	�������	 �	-�� 0; 8� 
	��-�8 �	-��;
�		��������!��� N��8����8 Z�
,8�� ���������; ���������;��� �����-��� 	����	�; 
	 ��	��8� ��=

����� ��	 H� 8	H�	 ���
��� �� �		��������!��� -���	 OnP �	����=
N����E 	�����	�� 0��� �	� �� ��E; ����� �	��� �	�	�	�	 �	�8����
� �	-�	� 0; 8� 
	��-�8 �	-�� O
����� �	��� 	������P; �	�	�	� �	=

	�����8 -���	 1/n�
6������� 
	�	
��8 	
���	8; �����8 ��� �	-��; 
	���������� �

�		��������� N��8����8 Q�
M����	 �� L 	�������� ��������� ����	������8� -����8� �	-=

��� O ��H�8; 
����� �	��� 	������; �	����N����� ����	���� ���=
��-�	�	 ��������; �� 8	H�� 
��� �	�8���� �� � ����8 ����	����=
��8 -���	8; ����; ����8�����; ��	 ����� �	��� �	�8���� � ����8P�
$���� �	-�� 
�	���	��� ���
����� O��-����P 8�	H����� Q �� ���
��
����E 
	�8�	H����� X � Y ; 
��-�8 ∀x ∈ X ∀y ∈ Y (x ≤ y)� D	
����	8� 
	��	�� ∃c ∈ R; �������!��� 8�	H����� X � Y � D	��	��=
�� X ∪ Y = Q; �	 s = supX = inf Y = i; �
	 � 
�	����	8 ���-��
s < i � ��F�	�� 
� ����	�����	� -���	; ��H���� 8�H�� s � i; �	
�� ��H���� �� � X ; �� � Y � D	N�	8� ����	� �	-�� 8	H�	 
	�������
� �		��������� -���	 c ∈ R�
�� �� 
���8 ��������� � 
	��	
�	��� 
	���	���� ��	8����-���	�

�����
������� 8�	H����� �������������E -����; 
	��	���� ��8�
��	8����-����! �����
������! 8� 
���8 ��
	���	���� ����!-�=
�����	 ��� �������	���� "����8 �����!��� 	
	���-���� ��� -��=
�	��E 8�	H����9

(a, b) := {x ∈ R : a < x < b} = �������� ab;

[a, b] := {x ∈ R : a ≤ x ≤ b} = 	����	� ab;

(a, b] := {x ∈ R : a < x ≤ b} = 
	���������� � 
����8 �	��	8;

[a, b) := {x ∈ R : a ≤ x < b} = 
	���������� � ����8 �	��	8.

�B���� ;�������	 ���' �����3� #' !� �'A'� � !�����#��
����	 ���������� �������� � 4��
����4



��" *�	��	� ������ #��)��� !���	+ ���	��� ,�)	���� ��

%��������; 
	����������� � 	������ ������!��� �����������
�
� "���-��� b − a ���������� �	
��� 
�	8�H���� ab�
��	H�����

(a, +∞) := {x ∈ R : x > a};
[a, +∞) := {x ∈ R : x ≥ a};
(−∞, b) := {x ∈ R : x < b};
(−∞, b] := {x ∈ R : x ≤ b};

������!��� �������

�����
 �����������
� " �		��������� � ��=
��8 �
	���
�����8 ��8�	�	� +∞ O-������� G
�!� 
���	��-�	���GP
� −∞ O-������� G8���� 
���	��-�	���GP ��� 	
	���-���� ��	���=
��-���	��� -���	�	�	 8�	H����� X ����E� O�����P 
���8 
�����
supX = +∞ Oinf X = −∞P�
%�������; �	���H���� �	-�� x ∈ R; 
���8 �������� ���������

���" N�	� �	-���
D�� δ > 0 �������� (x − δ, x + δ) ���������� δ=�����������"

�	-�� x ∈ R� #�	 ����� 2δ�
�����	����8 8�H�� �	-��8� x, y ∈ R ���������� ����-��� |x−y|;

��� |z| R ����	� ��� ����	"���� ��	


��; 	
���������� �		��	F�=
���89

|z| =




z 
�� z > 0;

0 
�� z = 0;
−z 
�� z < 0.

$#M�#�� 3�.� ∀x, y ∈ R |x + y| ≤ |x| + |y|; ��

�� ���������

���� ����� ��
�� ������ ����� ��� 

�	� �����
����	��� 
	

��� ����	��
��	���$

� D���� x ≤ 0 � y ≤ 0� $	��� |x+y| = −(x+y) = −x−y = |x|+|y|�
%8��� 8���	 ��������	�
����	��-�	 ����8���������� ���-�� x ≥ 0 � y ≥ 0�
D���� x < 0 < y� $	��� ��
	 x < x + y ≤ 0; ��
	 0 < x + y < y�

" 
���	8 ���-�� |x + y| < |x|; � �	 ��	�	8 |x + y| < |y|� �

*�8���8 ���; -�	 	��	F���� ≤ O≥P �� 
��8	� -������� G��=
���GOG
�����GP; �	 ���� x ≤ y 	���-��� G�	-�� ��� ��H�� ����� �	-��
�����G� $���8 	
���	8 �������	� 	��	F���� 
	����� �� L 
�	����=
�� ���8�� G�������� �
	���	-���	���G�



��& -���#� � ��	��	� ����		 �����#	���(� ) �	��� ��

����	8� 
	��	�� �� ��	8����-���	8 ����� 	���-���; -�	 �� 
��=
8	� L ��� G���G; ���
���!��E �� �� ��� �� �8�!��E 	
��E �	-��
����� O���	� ���
����� 8	H�� 	�������������; � 
��8���; ���	�	=
�	� �	-�	� 
��8	� LP�

)�, 1������� (���<�(� ������ ��
�������$��@ '����

"�� 
���������� ��H� �����H����� �� 
�	��	 ������!� �� ��=
��	8� 
	��	��9 
	��� �	�	; ��H�	� �� ��E 8	H�� 
��� 
	�	H��	 �
	��	�� ��	��� �������������E -���� �8���	 N�	� ����	8��
MD�#6#)#(%# 5�.� D	����	�������	��� {Xn} 8�	H���� ����=

������ ���	�������	������" �	������� ��������; ���� ∀n ∈ N

(Xn ⊃ Xn+1); �	 ����

X1 ⊃ X2 ⊃ · · · ⊃ Xn ⊃ . . .

$#M�#�� 5�. O
�����
 ��	H����E 	�����	� ��� 
�����
 &	=
F� = &���	��P� %	� 	"��� ���	�������	�����
 {In} �	�������
�������� ��(������� ��
�� c ∈ R ������ 
�� ∀n ∈ N (c ∈ In)$
/�	
� ����� ����� 
�������� 
�� ∀ε > 0 ∃n ∈ N (|In| < ε)� �� c 1
��
��������� ��(�� ��
�� ���� ��������$

� *�8���8; -�	 ��� �!
�E 	�����	� In = [an, bn] � Im = [am, bm]

�8��� 8���	 ����������	 an ≤ bm� D���� ���; �	 ���� bm < an ⇒
am ≤ bm < an ≤ bn; �	 ���� 	������ In � Im �� �8��� 
� 	
��E
�	-��; � �	 ���8� ��� 	��� �� ��E �	�H�� �	���H��� ����	��
$���8 	
���	8; ��� -���	��E 8�	H���� A = {an : n ∈ N} �

B = {bn : n ∈ N} ��
	����� ���	��� ����	8� 
	��	��; � ����
�	�	�	� ∃c ∈ R ∀an ∈ A ∀bn ∈ B (an < c < bn) �; � -����	���;
an < c < bn ∀n ∈ N� (	 N�	 	���-���; -�	 �	-�� c 
�������H��
��H�	8� 	������ In�
D���� ��
��� c1 � c2 R ��� �	-��; 	
����!��� N��8 ��	����	8�

#��� c1 � c2 �����-��; ���H�8 c1 < c2; �	 ��� �!
	�	 n ∈ N �8��8
an ≤ c1 < c2 ≤ bn; 	����� 0 < c2 − c1 ≤ bn − an = |In|� $���8 	
��=
�	8; ����� 	������ �� 8	H�� 
��� 8���F� ������	����	� 
	�	H�=
�����	� ����-���� *��-��; ���� � 
	����	�������	��� ���� 	������
��	�� ��	��	 8��	� �����; �	 	
��� �	-�� � ��E ������������� �
"��8�������� ������ �	������������ 
	��������; -�	 � ��8 �

���	8 ���� ��
	���	���� ��� ���	��� �����H����� �� ����!-����8



��& -���#� � ��	��	� ����		 �����#	���(� ) �	��� ��

���
	����� �8���	 ��������� D	N�	8� 
	��H�8; -�	 ��� 
	����	��=
�����	��� ��	H����E; ���H�8; 
	����������	� �����H����� �����=
�	�
&M($�D�%�#� 5�.� D���� {In} R 
	����	�������	��� 
	����=

������	� ���� In = (0, 1/n]� D	��	���� 1/n > 1/(n+1); �	 In ⊃ In+1

∀n ∈ N; �	 ���� 8� ���
	�����8 
	����	�������	���! ��	H����E

	����������	�� D	��H�8; -�	 � 
	����	�������	��� ��� 	
��� �	-=
��� 6�����������	; ���� 
� �������	���� �	-�� c ∈ In ∀n ∈ N; �	
N�	 	���-��	 
�; -�	 0 < c < 1/n ∀n ∈ N� M����	; ���� 8� �	��8�8
N > c−1; N ∈ N; �	 ��� ���E n ≥ N �8��8 c > 1/n; �	 ���� c /∈ In;
-�	 
�	���	��-�� 
���
	�	H���!�
MD�#6#)#(%# 5�4�  ����8� 8�	H���� S = {Xα : Xα ⊂ U, α ∈

I} OI R ���	�	�	� 8�	H����	 ������	�P ���������� ������
�� 8�	=
H����� Y ; ���� Y ⊂ ⋃

α∈I

Xα; O�	 ���� �!
	� N��8��� y ∈ Y �	���=

H���� 
	 ������� 8��� � 	��	8 �� 8�	H���� Xα �����8� SP� D	=
������ 
���8 �������� ��������; ���� 	�	 �	��	�� �� 	������E
8�	H����; � ����
���; ���� 8�	H����	 ������	� I �	��-�	� D	�=
8�	H����	 
	������ S; ��8	 ����!����� 
	������8 �	�	 H� 8�	=
H�����; 
���8 �������� ���������
���
$#M�#�� 5�4 O
�����
 �	��-�	�	 
	������ ��� 
�����
 0	=

���� =)�
����P� 2"��� �������� ������
� ������� ������
� ���
��
��� ���������
�$

� D���� S = {Xα} R �����8� ��������	� Xα; 
	�����!��� 	���=
�	� [a, b] = I1� #��� 
� 	����	� �� �	
����� 
	������ �	��-��8

	�
	������8; �	; 
	����� ��	 
	
	��8; 8� 
	��-��� 
�; -�	 
	
������� 8��� 	��� �� ��	 
	�	���	� O���	��8 �� I2P �	H� �� �	
��=
���� �	��-�	�	 
	�������  	�����	8 I2 
�	�����8 �� H� 	
�����!
������� 
	
	��8; 
	��-�8 	����	� I3 � �� ��
$���8 	
���	8; �	������� 
	����	�������	��� I1 ⊃ I2 ⊃ . . .

��	H����E 	�����	�; �� �	
����!��E �	��-�	�	 
	������ �����=
����8� �����8� S� D	��	���� ����� 	������; 
	��-���	�	 �� n=	8
F���; ����� |In| = |I1| · 21−n; �	 � 
	����	�������	��� ���� 	����=
�� ��	�� ��	��	 8��	� ������ D	 
�����
� ��	H����E 	�����	�
∃c ∈ R ∀n ∈ N (c ∈ In)� D	��	���� c ∈ I1; �	 �������� ��������

�B����� 7!��� C$���� 7���2 <����2 ������������ =��� ���� ����# ��������3�� � 4����
/� ���� ����������� �5�/������0 � ������� ������ 4���/�	'



��& -���#� � ��	��	� ����		 �����#	���(� ) �	��� ��

(aα, bα) ∈ S ���	�; -�	 c ∈ (aα, bα)� D���� ε = min{c−aα, bα−c} > 0�
"	��8�8 	����	� In ���	�; -�	 |In| < ε� $�� ��� c ∈ In � |In| < ε;
�	 In ⊂ (aα, bα)� (	 N�	 
�	���	��-�� �	8�; -�	 	����	� In ������

	����� �	��-�	� 
	������8	� S� �
$��
	�����; -�	
� �����8� S 
��� 	�����	�; �	 ���� �	��	��� ��


������	��; ����������	� ����8	���8
&M($�D�%�#� 5�4� D���� I = (0, 1) R ��������; � S R �����8�

	�����	� ���� [1/n, 1]� D	��H�8; -�	 S 
	������� I� 6����������=
�	; 
���� c ∈ I O�	 ���� 0 < c < 1P� $	��� ∃n ∈ N c−1 < n; 	�����
1/n < c; �	 ���� c ∈ [1/n, 1] ∈ S� $�
��� 
	��H�8; -�	 �� S ����=
�� ��
���� �	��-�	�	 
	������� 6	
����8 
�	����	�; -�	 ����=
����!� -���� n1, n2, . . . , nk ∈ N �����; -�	

⋃
1≤i≤k

[1/ni, 1] ⊃ I� D����

nl = max{n1, . . . , nk}� M-�����	; [1/ni, 1] ⊂ [1/nl, 1]; i = 1, . . . , k�
"	��8�8 0 < c < n−1

l � j��	; -�	 c ∈ I; �	 c /∈ ⋃
1≤i≤k

[1/ni, 1]�

,D��d(#(%# 5�.� ����8	����� ���-��; �	���
R �� �����8� 	�����	�; 
	�����!��� 	����	�; ������ ��
����

�	��-�	� 
	������8�<
R �� 
	������ ��������� ���������8� ������ ��
���� �	��-�	�	


	�
	�������
MD�#6#)#(%# 5�3� $	-�� p ∈ R ���������� �����	���� ��
�

��� 8�	H����� X ∈ R; ���� �!
�� 	������	��� N�	� �	-�� �	���H��

���	��-�	� 
	�8�	H����	 8�	H����� X �
L�	 	
���������; 	-�����	; ����	�����	 �	8�; -�	 � �!
	� 	�����=

�	��� �	-�� p ���� 
	 ������� 8��� 	��� �	-�� 8�	H����� X ; 	�=
��-��� 	� p�
D������8 
��8��� 
��������E �	-���
D�%�#� 5�.� X = {1/n ∈ R : n ∈ N}� D�������	� ��� X ����=

���� �	���	 �	-�� 0�
D�%�#� 5�4� X = (a, b)� D�������	� ��� X �������� ��H���

�	-�� 	������ [a, b]; � �����E 
��������E �	-�� ����
D�%�#� 5�3� X = Q� D�������	� ��� X �������� �!
�� �	-��

8�	H����� R; 
	��	���� � �!
	8 ��������� �����������E -����
�8�!��� ����	������� -�����
$#M�#�� 5�3 O
�����
 
�������	� �	-�� ��� 
�����
 0	��=



��& -���#� � ��	��	� ����		 �����#	���(� ) �	��� ��

���	� = "����F������P� 0����� �������
��� �����

����� 

�	����
��������� 
���� �� ������� ���� ���� �����	���" ��
��$

� D���� X ⊂ R � X R 	�����-��	� L�	 ���-��; -�	 X ⊂ [a, b] = I�
D	��H�8; -�	 
	 ������� 8��� 	��� �� �	-�� 	������ I ��������

�������	� ��� X �
D���
	�	H�8 
�	����	�; �	 ���� ∀x ∈ I ���������� 	������	���

x �����; -�	 Ox ∩ X = ∅; ��
	 Ox ∩ X �	���H�� �	��-�	� -���	
�	-���  	�	��
�	��� ����E 	������	���� Ox; 
	���	����E ��� �!=

	�	 x ∈ I; 	
������ 
	������ {Ox}x∈X 	������ I� D	 
�����
�
0	���� = )�
��� �� N�	�	 
	������ �����-�8 �	��-��! 
	������8�
{Ox1

, Ox2
, . . . , Oxn

}; 
	�����!��! I �; ����	�������	; X � M����	
� ��H�	8 ��������� Oxi

�	���H���� �	���	 �	��-�	� -���	 �	-��
8�	H����� X ; 
	N�	8� X R �	��-�	� 8�	H����	� D	��-���	� 
�	��=
�	��-�� �	�������� �����H������ �

�<�����! <��2/��� ��������3�� � 
�"���	 ���������� 4�����4� �����#'



�	

� �����
���������
�����
����� ���
��

��� ��	 &�� ��
�	 ���������� �

$��� ���� � "����� � 	 ����� ��

'���� �� � ��
 �( ��' ��������	�

���� ���� �����������	

���������� ������

/�) 1(��������� (������ (�����������$����� � ��� ���
B
����

MD�#6#)#(%# .�.� M�	
��H���� f : N → R ���������� 

�	��
��� ���	�������	������"� ����	��� 
	����	�������	��� 	��	���-=
�	 	
���������� 8�	H����	8 {xn} := {xn ∈ R : xn = f(n), n ∈ N}.
L��8���� 8�	H����� {xn} ������!��� 
	����
 

�	���� ���	����
����	�����
�
MD�#6#)#(%# .�4� ����	 x ∈ R ���������� �����	�� 
	���=

�	�������	��� {xn}; ���� ��� �!
	�	 ε > 0 �������� -���	 N ∈ N

���	�; -�	 
�� n > N ��
	������� ����������	 |xn − x| < ε

( lim
n→∞xn = x) := (∃x ∈ R ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N (|x−xn| < ε)).

L�	 H� ��8	� ����H���� �����8� ��8�	��8� 8	H�	 �������� ���9
xn → x 
�� n → ∞ O-������� G
	����	�������	��� ��� N��	� ����=
8���� � ��� 
�� N� ����8���8�� � 
���	��-�	���GP� D	����	������=
�	��� {xn} 
���� ���
� �����	�� ∞ O-�������9 G
���	��-�	���GP;
���� ��� �!
	�	 ε > 0 ���������� N ∈ N ���	�; -�	 ��� �!
	�	
n > N ��
	������� ����������	 |xn| > ε�

( lim
n→∞xn = ∞) := (∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N (|xn| > ε)).

D	����	�������	���; �8�!��� ��	�8 
�����	8 -���	; ������!���
�����(
�
��< 
	����	�������	���; �8�!��� ��	�8 
�����	8 
���	=
��-�	���; ������!��� �����(
�
�� � �������
����
< ��� 	��������

	����	�������	��� ������!��� �������(
�
���
,D��d(#(%# .�.� "���� 	�������� 	
��������� �E	�������


	����	�������	��� � 
	����	�������	���; �E	������� � 
���	��-=
�	����



��� -��������	� ������� �������#����(����	 	 �!� �#����#� ��

D������8 
��8��� �E	����E��; �E	����E�� � 
���	��-�	��� �
���E	����E�� 
	����	�������	�����
D�%�#� .�.� D	����	�������	��� { 1

n} �E	����� � ���!; 
	��	��=
�� ∀ε > 0 ∃N ∈ N O�8���	; N = [ε−1] + 1P ∀n > N �8��8∣∣∣∣1n − 0

∣∣∣∣ = 1

n
<

1

N
=

1

[ε−1] + 1
< ε,


	��	���� 1 + [ε−1] > ε−1� %���;

lim
n→∞

1

n
= 0.

� D	����	�������	��� { 1
qn} �	H� �E	����� � ���! 
�� |q| > 1�

D	�	H�8 |q| = 1+δ; ��� δ > 0� %�
	����� 
��	8 (�!�	��; 
	��-�8
|q|N = 1 + Nδ + · · · > Nδ� M��!�� 1

|q|N < 1
Nδ . &�	8� �	�	; ∀n > N

�8��8 |q|n > |q|N ; 
	N�	8� 1
|q|n < 1

|q|N � M�	�-������	9 ∀ε > 0 ∃N ∈ N

O�8���	; N =
[ 1

εδ

]
+ 1P ∀n > N �8��89∣∣∣∣ 1

qn
− 0

∣∣∣∣ = 1

|q|n <
1

|q|N <
1

Nδ
< ε.

%���;

lim
n→∞

1

qn
= 0.

�
lim
n→∞n = ∞,


	��	���� ε > 0 ∃N O�8���	; N = [ε] + 1P �8��8 |n| = n > N > ε�
M �������	����� ���E	����E�� 
	����	�������	���� �	�	��� ���=

��!���
D�%�#� .�5� ����8	���8 
	����	�������	��� {(−1)n} � 
	��=

H�8 ���-���; -�	 	�� �� �E	����� � 
���	��-�	���� 6�����������	;
���� ����� ε = 3/2; �	 ∀N ∈ N ∃n > N O�8���	9 n = N +1P; ��� �	=
�	�	�	 |(−1)n| = 1 < 3

2 � $�
��� 
	��H�8; -�	 
	����	�������	��� ��
�E	����� �� � ���	8� �	��-�	8� -���� x� D���� x ∈ R; x �= ±1 ��=

���	 
�	���	���	� "	��8�8 ε ≤ min{|x−1|, |x+1|}� $	��� ∀N ∈ N

∃n > N O�8���	; n = N +1P; ��� �	�	�	�	 |xn−x| = |(−1)n−x| ≥ ε�
#��� x = 1 Ox = −1P; �	 
�� ���E ��-����E O-����EP n |xn − x| =
2 ≥ 1�



��� -��������	� ������� �������#����(����	 	 �!� �#����#� �


MD�#6#)#(%# .�3� D	����	�������	��� {xn} ���������� �����
�

�����; ���� ∃c > 0 ∀N ∈ N (|xn| < c)� " 
�	����	8 ���-��

	����	�������	��� ���������� �������

������
,D��d(#(%# .�4� D������� 
��8��� 	�����-���	� 
	����	=

�������	����
 "M' $"� 
������ 
	����	�������	���9
OUP 2"��� ����������� �����	� 3����
���� 
	
 �������
����4 ���

�	�������	�����
 ������
� ��� 
	��� ���	�������	�����
� �� 
��
�	"
��
�� ����
���� 
� 

�	�$
OUUP ���	�������	������ �� ����� 
���� ���� ���	

��� ����

��	��$
OUUUP )����(���� ���	�������	������ �����

���$
�  �	����	 OUP ������� ��
	����������	 �� 	
��������� 
������;

���� � ��-����� 	������	��� ∞ 
���� �!
	� 8�	H����	 (−∞, a) ∪
(b, +∞); ��� a < b�
 �	����	 OUUP �	��H�8 	� 
�	����	�	� D���� ∃x1, x2 ∈ R (x1 �=

x2) ∧ ( lim
n→∞xn = x1) ∧ ( lim

n→∞xn = x2). "�
���8 ε < 1
2|x1 − x2|� $	���


	 	
��������! 
������ �8��8 (|xn − x1| < ε) ∧ (|xn − x2| < ε)�
D	N�	8�

|xn − x1| + |xn − x2| < |x1 − x2|.
 ����	� ��	�	�� 
	 ��	����� 8	����

|x1 − x2| ≤ |xn − x1| + |xn − x2|.
M�	�-������	

|x1 − x2| < |x1 − x2|.
D	��-���	� 
�	���	��-�� �	�������� ��	����	 OUUP� #��� 	��� ��

�����	� 
���	��-��; �	 �	�����������	 ����	��-�	�
 �	����	 OUUUP� D���� lim

n→∞ xn = x� "	��8�8 ε = 1 � �����8 -���	

N ∈ N ���	�; -�	 ∀n > N �8��8 |xn − x| < 1� M����� |xn| < |x| + 1
∀n > N � *��-��; ���� ����� M > max{|x1|, |x2|, . . . , |xN |, |x|+ 1}; �	

	��-�8 ∀n ∈ N (|xn| < M)� �



��� *����� �������#����(����	+ ��	'���	����	� ������		 ��

/�/ 2����� (�����������$�����A ���?:���'��	�� �(���B
<�� � �����������

MD�#6#)#(%# 4�.� #��� {xn} � {yn} R ��� 
	����	�������	���;
�	 �E ������� ���
������
�� � 
������ ������!��� �		���������=
�	 
	����	�������	���

{xn + yn}, {xnyn}, {xn/yn},
�����	� 	
�������	 ��F� 
�� yn �= 0 ∀n ∈ N�
)#��� 4�.� ����� {xn} 
 {yn} 1 ���	�������	�����
$ /�	


lim
n→∞ xn = x 
 lim

n→∞ yn = y� ��

OUP ∀c ∈ R ( lim
n→∞ cxn = cx)<

OUUP lim
n→∞(xn − x)(yn − y) = 0�

� OUP 6�� ����	�	 ε > 0 � c �= 0 ���������� N ���	�; -�	 
��
n > N |xn − x| < ε/|c|� $	��� |cxn − cx| < ε� 6�� c = 0 OUP 	-�����	�
OUUP 6�� ����	�	 ε > 0 ��������!� N1, N2 ∈ N �����; -�	 |xn −

x| <
√

ε 
�� n > N1; |yn − y| <
√

ε 
�� n > N2� $	��� 
�� n >

max{N1, N2} �8��8 |(xn − x)(yn − y) − 0| = |xn − x| · |yn − y| < ε� �
)#��� 4�4� ����� {xn} 
 {yn} 1 ���	�������	�����
$ /�	


lim
n→∞ yn = y� yn �= 0 ∀n ∈ N 
 y �= 0� �� lim

n→∞ 1/yn = 1/y�

� D	�	H�8 ε = |y|/2 � ��
���8 N1 ∈ N ���; -�	 
�� n > N1

|yn − y| < ε� M��!�� 
	��-��8; -�	 
�� n > N1

(|yn − y| < |y|/2) ⇔ (y − |y|/2 < yn < y + |y|/2).

#��� y ≥ 0; �	 �� ���	�	 ����������� 
	��-��8 yn > y/2� #��� y <

0; �	 �� 
���	�	 ����������� 
	��-��8 yn < y/2� " 	
	�E ���-��E
|yn| > |y|/2� $�
��� 
�� 
�	���	���	8 ε > 0 ��
���8 N2 ∈ N; N2 >

N1 ���	�; -�	 
�� n > N2 |yn − y| < (y2ε)/2� M��!�� 
�� n > N2

�8��89 ∣∣∣∣ 1

yn
− 1

y

∣∣∣∣ = |yn − y|
|yny| < |yn − y| · 2

y2 < ε. �

$#M�#�� 4�.� ����� {xn} 
 {yn} 1 ���	�������	�����
$ /�	

lim
n→∞ xn = x 
 lim

n→∞ yn = y� ��

OUP lim
n→∞(xn + yn) = x + y�

OUUP lim
n→∞ xn · yn = xy�



��� *����� �������#����(����	+ ��	'���	����	� ������		 ��

OUUUP lim
n→∞xn/yn = x/y� ��	
 yn �= 0 ∀n ∈ N 
 y �= 0�

� OUP D���� �����	 ε > 0� ( lim
n→∞xn = x) ⇒ ∃N1 ∈ N ∀n > N1

|xn − x| < ε/2; ( lim
n→∞ yn = y) ⇒ ∃N2 ∈ N ∀n > N2 |yn − y| < ε/2�

M��!�� ∀n > max{N1, N2} ε > |yn − y|+ |xn − x| ≥ |(yn − y) + (xn −
x)| = |(xn + yn) − (x + y)|�
OUUP 6�� �	������������ �����H����� OUUP �	�
	�����8�� �	H��=

���	89

xnyn − xy = (xn − x)(yn − y) + x(yn − y) + (xn − x)y.

D������8 � 
������ � ���	� � 
���	� -����E ���������; ��
	�����
��88� 4�. � �����H����� OUP� D	��-�8 ���
��8	��
,����H����� OUUUP ������� �� ��88� 4�4 � �����H����� OUUP N�	�

��	��8�� �
*��#��(%# 4�.� 6���	� �����H����� 	������� � ���� � � ���=

-��; �	��� 	��� �� 
�����	� 
���	��-��; ���� 	
��������

x + ∞ = ∞; x · ∞ = ∞, x �= 0;
∞
x

= ∞;
x

∞ = 0.

$#M�#�� 4�4� OUP ����� {xn} 
 {yn} 1 ��� ���	�������	�����
�
��

�� ∃x, y ∈ R ( lim

n→∞xn = x) ∧ ( lim
n→∞ yn = y)$ /�	
 x < y� ��

∃N ∈ N ∀n > N (xn < yn)$
3554 ����� {xn}, {yn} 
 {zn} ������� 
�� ∀n ∈ N (xn ≤ yn ≤ zn)$

*����� ��	
 lim
n→∞xn = lim

n→∞ zn = a� �� 
 lim
n→∞ yn = a�

� OUP "	��8�8 z ∈ R ���	�; -�	 x < z < y� D	 	
��������!

������ ∃N1, N2 ∈ N �����; -�	 ∀n > N1 |xn − x| < z − x; � ∀n > N2

|yn − y| < y − z� $	��� ∀n > max{N1, N2} �8��8 xn < x + z − x =

z = y − (y − z) < yn�
OUUP D	 ε > 0 �����8 N1, N2 ∈ N ∀n > N1 (a − ε < xn); ∀n > N2

(zn < a + ε)� $	��� ∀n > max{N1, N2} �8��8 a− ε < xn ≤ yn ≤ zn <
a + ε; �	 ���� |yn − a| < ε� �
,����H����� OUUP ��	��8� 4�4 -���	 ������!� G��	��8	� 	 ���E

8�����	����EG�
 )#6 $"%# 4�.� ����� lim

n→∞ xn = x� lim
n→∞ yn = y$ /�	
 ∃N ∈ N

∀n > N

OUP xn ≤ yn; �� x ≤ y<
OUUP xn < yn; �� x ≤ y<



��" .�	���		 .�/	 	 
����/������� 0	��� e ��

OUUUP xn ≤ y; �� x ≤ y<
OUiP xn < y; �� x ≤ y�
� ,����H����� OUP � OUUP �	������!��� 	� 
�	����	�	� 6������=

�����	; 
���� ∃N ∈ N ∀n > N (xn ≤ yn ∨ xn < yn) � x > y R

�	���	��-�� �����H����! OUP ��	��8� 4�4�
OUUUP � OUiP ���� -������ ���-�� OUP � OUUP� �
����8	���8 ����	���	 -���	 �����-�!��E�� 
	����	�������	�����
D�%�#� 4�.� lim

n→∞
1
np = 0 
�� p > 0� &�� � � ���-�� p = 1 �	��8�8

N =
[
ε−1/p

]
+ 1� $	��� 
�� n > N �8��8

∣∣ 1
np − 0

∣∣ = 1
np < ε�

D�%�#� 4�4� lim
n→∞

n
√

p = 1, p > 0� #��� p > 1; 
	�	H�8 xn =

n
√

p−1� $	��� xn > 0 � � ���� 
��	8� (�!�	�� 1+nxn ≤ (1+xn)
n =

p� M����� 0 < xn < p−1
n � D��8���� G��	��8� 	 ���E 8�����	��=

��EG
	��-��8 lim
n→∞ xn = 1�

#��� p = 1; �����H����� ���������	; ���� 0 < p < 1; �	 ����8	�=
��8 q = 1/p� 6�� q 
	��-�8

1 = lim
n→∞

n
√

q = lim
n→∞

1
n
√

p
= ( lim

n→∞
n
√

p)−1.

D�%�#� 4�3� lim
n→∞

n
√

n = 1. D	�	H�8 xn = n
√

n − 1� $	��� xn > 0

� 
	 
��	8� (�!�	�� �8��8

n = (1 + xn)
n = 1 + nxn +

n(n − 1)

2
x2

n + · · · ≥ n(n − 1)

2
x2

n.

*��-��; 
�� n ≥ 2

0 ≤ xn ≤
√

2

n − 1
.

M����	�� �	�
	���	������ ��	��8	� 4�4�

/�6 �������� ��C� � ��
��C������� ����� e

"�� ��������8�� �	 ��E 
	� ��	��� �8��� 	��� ������������
���	����	�� %8���	9 ��� �	�	; -�	
� �����	���� �E	��8	��� ���	=
�	�	� 
	����	�������	��� {xn}; ��	
E	��8	 ���
	������ ���	�=�	
���	�8����� 	 �� 
������ x�  ��H�8; {xn} ���� ��88� ��� 
�	����=
����� �E	����E�� 
	����	�������	����< ��� {xn} ����!-��� 8�H=
�� �E	����8��� 
	����	�������	���8�� &������� &	F� 
	��	��=



��" .�	���		 .�/	 	 
����/������� 0	��� e ��

�� �����	���� �E	��8	��� O��� ���E	��8	���P 
	����	�������	���
{xn}; �� ���
	����� �����	� ���	�8����� 	 �� 
�������
MD�#6#)#(%# 3�.� D	����	�������	��� {xn} ���������� ����

�������	���� O��� ���	�������	������" #�&
P; ����

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N ∀m > N |xn − xm| < ε.

$#M�#�� 3�. O&������� &	F�P� ���	�������	������ ����
��
�� ��
�� ������ ����� ��� ����������	���$

� D���� lim
n→∞xn = x� D	 ����	8� ε > 0 �����8 N ∈ N ���; -�	
�


�� n > N |xn − x| < ε/2� #��� ��
��� m, n > N ; �	 �8��8

|xm − xn| ≤ |xm − x| + |xn − x| < ε/2 + ε/2 = ε.

D���� ��
��� {xn} R �����8��������� D	 ����	8� ε > 0 �����8
N ∈ N ���; -�	 
�� n, m > N |xn − xm| < ε/3� ������	��� n = N ;

	��-��8; -�	 ∀m > N

xN − ε/3 < xm < xN + ε/3. (3.1)

D	��	���� �8����� ����	 �	��-�	� -���	 -���	� 
	����	�������	���
{xn} � �	8���8�; �� 
���	�E	����8�N ; �	 �	�����	; -�	 �����8��=
������� 
	����	�������	��� 	�����-����
6�� n ∈ N 
	�	H�8 an := inf

k≥n
xk; bn := sup

k≥n
xk�

M-�����	; -�	 an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn O
	��	���� 
�� 
���E	=
�� � 8���F�8� 8�	H����� �	-��� ��H��� ����� �� �8���F�����; �
�	-��� ���E��� ����� �� �����-�������P� D	����	�������	��� ��	=
H����E 	�����	� [an, bn] �8��� 	
��! �	-�� x 
	 
�����
� &	F� =
&���	���
D	��	���� ∀n ∈ N an ≤ x ≤ bn; � 
�� k ≥ n

an = inf
k≥n

xk ≤ xk ≤ sup
k≥n

xk = bn,

�	 
�� k ≥ n |xk − x| ≤ bn − an. (	 �� O3�.P �������; -�	 
�� n > N

xN − ε/3 ≤ inf
k≥n

xk = an ≤ bn = sup
k≥n

≤ xN + ε/3.

D	N�	8� 
�� n > N bn−an ≤ 2ε
3 < ε.M��!�� �������; -�	 |xk−x| < ε�

*��#��(%# 3�.� $� �����H�����; �	�	��� 8� �������8 ���=
�����8�; 	
��������	 �	���H�� ��	
E	��8	� � �	����	-�	� ���	����



��" .�	���		 .�/	 	 
����/������� 0	��� e ��

D�%�#� 3�.� D���� x1 = 0; x2 = 0, α1; x3 = 0, α1α2; . . . R 
	=
����	�������	��� ������-��E ��	
��; 
��-�8 ��H��� 
	�����!���
��	
� 
	��-����� 
��
��������8 � 
��������� �!
	� ����� 	� B
�	 /� D	��H�8; -�	 ����� 
	����	�������	��� ������ �E	������ D����
n > m� $	���

|xn − xm| =
∣∣∣ αm+1

10m+1 + · · · + αn

10n

∣∣∣ ≤ 9

(
1

10m+1 + · · · + 1

10n

)
=

9 ·
1

10m+1 − 1
10n+1

1 − 1
10

=
1

10m
− 1

10n
<

1

10m
.

$���8 	
���	8; 
	�	
��� ∀ε > 0 -���	 N ���; -�	 1/10N < ε; ���
�!
�E n > m > N 
	��-�8 |xn − xm| < ε�
&������� &	F� 
	��	���� �����	���� �� �	���	 �E	��8	���; �	 �

���E	��8	��� 
	����	�������	����� 6�� N�	�	 
	���	�8 	��������
	
��������� �����8�������	� 
	����	�������	���9

∃ε > 0 ∀N ∈ N ∃m, n > N (|xn − xm| ≥ ε).

D�%�#� 3�4� ����8	���8 
	����	�������	��� {xn}; ��� xn =

1 + 1/2 + 1/3 + · · · + 1/n� D	��	���� ∀N ∈ N

|x2N − xN | =
1

N + 1
+ · · · + 1

2N
> N · 1

2N
=

1

2
,

�	 ���� ε ≤ 1/2; 
	��-�8 ���E	��8	��� 
	����	�������	����
���
	����� ���	�	�	� ���	�8����� 	 
	������� 
	����	������=

�	���� O���H�8; 	
 �E �	��������� ��� �
������P;8� 8	H�8 ������
����!-���� 	
 �E �E	��8	���; �� 
��
���� � �������! &	F��
MD�#6#)#(%# 3�4� D	����	�������	��� {xn} ����������
R ��������� ��������"(��; ���� ∃N ∈ N ∀n > N (xn ≤ xn+1)<
R ��������� �����"(��; ���� ∃N ∈ N ∀n > N (xn ≥ xn+1)�
��	H����	 ���������� ���	�������	������� �	��	�� �� 8	�	=

�	��	 �	������!��E � 8	�	�	��	 �
���!��E 
	����	�������	�����
$#M�#�� 3�4 O�������� "����F������P� +��������� ���	����

����	������ ����
��� ��
�� ������ ����� ��� �����

���$
� M�����-���	��� �E	������� 
	����	�������	��� �����	�����


�� ����8	������ ��	���� 
������ 
	����	�������	����
D���� {xn} R 	�����-����� 8	�	�	���� O��� 	
��������	��� R

�	������!���P 
	����	�������	���� D	��	���� 8�	H����	 {xn : n ∈



��" .�	���		 .�/	 	 
����/������� 0	��� e ��

N} 	�����-��	; �	 ∃ sup
n∈N

xn = x� ∀ε > 0 ∃N ∈ N (x − ε < xN ≤ x);

���-� x �� 
��	 
� �	-�	� ���E��� �����! 8�	H����� {xn}� D	=
��	���� {xn} R �	������!��� 
	����	�������	���; �	 
�� n > N
�8��8

x − ε < xN ≤ xn ≤ x < x + ε.

M����� �������; -�	 lim
n→∞ xn = x�

����	��-��� �����H����� 
�	�	����� � � ���-�� 8	�	�	��	 �
�=
��!��� 
	����	�������	���� �
����8	���8 
��8��� 
��8������ ��	��8��
D�%�#� 3�3� lim

n→∞
n
qn = 0; ���� q > 1� D	�	H�8

xn+1 =
n + 1

qn+1 =
n + 1

nq
· n

qn
=

n + 1

nq
· xn.

D	��	����

lim
n→∞

n + 1

nq
=

1

q
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
=

1

q
< 1,

�	 � ���� ��	��8� 4�4 OUP

∃N ∈ N ∀n > N

(
n + 1

nq
< 1

)
.

$���8 	
���	8; 
�� n > N xn+1 < xn; �	 ���� 
	����	������=
�	��� {xn} 8	�	�	��	 �
������ ����� 
	����	�������	��� 	�����=
-��� ����� ����8; ���-��; ∃x ∈ R ( lim

n→∞ xn = x)� (����8 ��	9

x = lim
n→∞ xn+1 = lim

n→∞
n + 1

nq
· xn =

1

q
x.

M����� ��E	��8 x = 0�
D�%�#� 3�5� 6	��H�8 �������	����� 
������ 
	����	������=

�	��� {xn : xn =
(
1 + 1

n

)n
, n ∈ N}� D��H�� �	��H�8 �����������

6����		
�9

(1 + α)n ≥ 1 + nα ∀n ∈ N, α > −1.

D�� n = 1 ����������	 	-�����	�
�D��� <������� ����3���.�� � "��	/�����	 ���������� ���� ����! � �����/������ ��
���

����� � �����$ ����%������	'



��& *���������#����(����	 ��

D���
	�����8 ��	 ������	��� 
�� n = k; �	 ���� (1+α)k ≥ 1+kα�
M��!�� (1 + α)k+1 = (1 + α)k(1 + α) ≥ (1 + kα)(1 + α) = 1 + (k +
1)α + kα2 ≥ 1 + (k + 1)α; �	 ���� 
	��-��� ������	� ������������

�� n = k + 1� %���; � ���� 
�����
� 8���8���-���	� ��������
����������	 �	�����	�
D	��H�8 ��
���; -�	 
	����	�������	��� {yn : yn =

(
1 + 1

n

)n+1
, n ∈

N} 8	�	�	��	 �
���!���� 6�����������	
yn−1

yn
=

(
1 + 1

n−1

)n(
1 + 1

n

)n+1 =
n2n

(n2 − 1)n
· n

n + 1
=

(
1 +

1

n2 − 1

)n

· n

n + 1
≥

(
1 +

n

n2 − 1

)
· n

n + 1
>

(
1 +

1

n

)
· n

n + 1
= 1.

D	��	���� -���� 
	����	�������	��� {yn} 
	�	H�������; �	 
	=
����	�������	��� 	�����-��� �����; ����E� 	�� 	�����-��� -���	8
y1� D	 �������! "����F������ ���������� 
����� lim

n→∞(1 + 1/n)n+1�

(	

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

·
(

1 +
1

n

)−1

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

.

M
	���-�8 lim
n→∞(1 + 1/n)n = e�

/�, 2��(�����������$������ ���@��
 � ��>��
 (������
(�����������$�����

MD�#6#)#(%# 5�.� D���� ������ 
	����	�������	��� {xn}� ���=
�8	���8 
	����	�������	��� {nk} ����������E -���� ����!; -�	
n1 < n2 < · · · < nk < . . . $	��� 
	����	�������	��� {xnk

} ��������=
�� ������	�������	������" 
	����	�������	��� {xn}� #��� 
	���=
�	�������	��� {xnk

} �E	�����; �	 �� 
����� ���������� 
���

���
�����	�� ���	�������	�����
 {xn}�
$#M�#�� 5�.� 0����� �����

����� ���	�������	������ ������

�
� �����(�"�� ������	�������	������$
� ����8	���8 8�	H����	 E := {xn : n ∈ N}� #��� E R �	��-�	�

8�	H����	; �	 ���������� 
	 ������� 8��� 	��� ����� �	-�� x ∈ E

� 
	����	�������	��� �	8��	� n1 < n2 < · · · < nk < . . . ����E; -�	
xn1

= xn2
= · · · = xnk

= · · · = x�



��& *���������#����(����	 �	

#��� E 
���	��-�	; �	 
	 
�����
� 0	�����	 = "����F������
	�	 	
������ 
	 ������� 8��� 	��	� 
�������	� �	-�	� x� "�
���8
n1 ���; -�	 |xn1

− x| < 1� #��� nk �H� ��
���	 ���; -�	 |xnk
−

x| < 1/k; �	 �-������; -�	 x R 
��������� �	-�� E; �����8 nk+1

���	�; -�	 |xnk+1 −x| < 1
k+1 � nk+1 > nk� D	���	����� ����8 	
���	8


	�
	����	�������	��� �E	����� � x� �
MD�#6#)#(%# 5�4� D���� {xn} R 
	����	�������	���� $	���

( lim
n→∞xn = +∞) := (∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N (xn > ε));

( lim
n→∞xn = −∞) := (∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N (xn < −ε)).

" 
���	8 ���-�� 8� ���	��8 
	����	�������	��� {xn} �����(����
� �	"� �������
����
; � �	 ��	�	8 R �����(���� � �
��� �������
�
����
$
MD�#6#)#(%# 5�3� 0����
� �����	 lim

n→∞xn 
	����	�������	���

{xn} 	
���������� �����!��8 	
���	89
lim
n→∞xn = lim

n→∞ sup
k≥n

xk.

7
��
� �����	 lim
n→∞ xn 
	����	�������	��� 	
���������� ���

lim
n→∞ xn = lim

n→∞ inf
k≥n

xk.

D�%�#� 5�.� ����8	���8 ���E	����!�� 
	����	�������	���
{(−1)n}� D	��H�8; -�	 	�� �8��� ���E��� � ��H��� 
������� 6��=
���������	;

lim
n→∞(−1)n = lim

n→∞ sup
k≥n

(−1)k = lim
n→∞ 1 = 1,

lim
n→∞

(−1)n = lim
n→∞ inf

k≥n
(−1)k = lim

n→∞(−1) = −1.

6�� ��-������� ���E��E � ��H��E 
�����	� 	-��� ��	
�� ���=
��!���
$#M�#�� 5�4� 0����
� 
 �
��
� �����	� ���	�������	����

��
 ��	�"��� �������������� ��
��	�&
� 
 ��
����&
� 
� ��

���

��� �����	��$

� 6	��H�8 ��	��8� ��� ��H���	 
������ lim
n→∞ xn 
	����	������=

�	��� {xn}� 6�� ���E���	 
������ ��	��8� �	���������� ����	��-=
�	�



��& *���������#����(����	 ��

D���
	�	H�8 ���-���; -�	 {xn} R 	�����-����� 
	����	������=
�	���� ����8	���8 
	����	�������	��� ik = inf

n≥k
xn� M�� 8	�	�	��	

�	�������� O��� ��� inf
n≥k

xn ≤ inf
n≥k+1

xnP; ����	�������	; 
	 �������!

"����F������; �8��� 
����� i = lim
k→∞

ik� D	��H�8; -�	 i R -����-=

��� 
����� 
	����	�������	��� {xn}� %�
	����� 	
��������� �	-=
�	� ��H��� �����; 
	�
���8 -���� nk ���; -�	 n1 < n2 < · · · < nk

� ik ≤ xnk
≤ ik + 1/k� D	��	���� lim

k→∞
ik = lim

k→∞
(ik + 1/k) = i; �	 
	

G��	��8� 	 ���E 8�����	����EG lim
k→∞

xnk
= i� D	��H�8; -�	 i � ����

���8���F�� -����-��� 
������ D	 	
��������! ∀ε > 0 ∃k ∈ N

(i − ε ≤ ik = inf
n≥k

xn ≤ xn ∀n ≥ k� (���������	 i − ε ≤ xn ∀n > k

	���-���; -�	 �� 	��� -����-��� 
����� ��F�� 
	����	�������	���
�� 8	H�� 
��� 8���F� i − ε�
#��� 
	����	�������	��� {xn} ��	�����-��� O�	
����8 �����P; �	


	 	
��������! 8	H�	 
	�	
���� 
	����	�������	��� {xnk} ����!;
-�	 xnk

< −k� D	N�	8� −∞ �������� -����-��8 
�����	8 
	����	=
�������	��� {xn}; � 8���F�E -����-��E 
�����	� �� �����������
 )#6 $"%# 5�.� ���	�������	������ 
���� �����	 
	
 �����

�
��� � +∞ 
	
 −∞ ��
�� ������ ����� �� �����
� 
 �
��
�
�����	� �������"�$

� D���� 
	����	�������	��� {xn} �8��� 
����� x; � 
���� {xnk
}

R ���	�	��� 
	�
	����	�������	���� $	��� ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N
(|xn − x| < ε)� "�
���8 K ∈ N ���	�; -�	 
�� k > K nk > N � D��
����E k |xnk

−x| < ε; �	 ���� {xnk
} �	H� �E	����� � x� "���� 
�	��=

�	�� � ��
	�� 
	�
	����	�������	��� 8� 
	������; -�	 ��� -����-=
��� 
������ 
	����	�������	��� {xn} �	�
���!�� *��-��; ���E��� �
��H��� 
������ 
	����	�������	��� {xn} �	�
���!�� ����	��-�	�
��������������� � � ���-��E x = ±∞�
D���� lim

n→∞xn = lim
n→∞ xn = x� " ���� 	
��������� �8��8

inf
k≥n

xk ≤ xn ≤ sup
k≥n

xk.

M�	�-�������� ��������� 
	��-����� 
	��� 
��8������ G��	��8�
	 ���E 8�����	����EG� �



��1 �)��	����( �	���#�!� �%�� �


/�0 �@���:���$ '�������� ����� ���
���� �@���D�@�� '��B
����@ �����

8
�	���� ����� ���������� �	�8����	� ����H���� ����
∞∑

k=1

xk = x1 + x2 + . . . , (5.1)

��� xk R -���� ���	�	�	� 
	����	�������	��� O	�� ������!��� ���=
H� 
	����
 ����P� �� 
������8 �	-��� �8��� ����H���! O7�.P;
������ ���	���; 
�� �	�	��E N�	8� ����H���! 8	H�	 �	
	�������
���	�	�	� -���	; �������8	� ������ �����
MD�#6#)#(%# 7�.� �����

Sn =

n∑
k=1

xk

������!��� 
���

���
 ������
 -���	�	�	 ���� O� �������F�8

�	��	 ����P O7�.P� )����� ���� O7�.P ���������� �	��-��� 
�����

	����	�������	��� -����-��E ��88� L�	� 
����� 	
	���-����� ��8
H� ��8�	�	8; -�	 ��� O7�.P� " 
	������8 ���-��; ����

lim
n→∞Sn = ±∞ (∞),

�	 8� 
���8 ��	-����; -�	 ��� O7�.P ������
��� � ±∞ ��� ∞ �		�=
���������	�
j��	; -�	 �!
�! ��	��8� 	 
	����	�������	���E 8	H�	 ��	�=

8����	���� �� ����� ���	� O
	����� x1 = S1; xn = Sn − Sn−1 
��
n > 1P � 	
����	� (	 ��8 �� 8���� 8� 
���8 �����-��� N�� 
	������
D�%�#� 7�.� ����8	���8 
���	��-��! ��	8����-����! 
�	����=

��! {aqk}; |q| < 1� D	��	���� 
	����	�������	��� -����-��E ��88

Sn = aq + aq2 + · · · + aqn =
aq(1 − qn)

1 − q

�E	����� �
aq

1 − q
,

�	 
���� ��8� 
����� �E	������� ���
∞∑

k=1

aqk =
aq

1 − q
.



��1 �)��	����( �	���#�!� �%�� ��

D�%�#� 7�4� ����8	���8 ���

∞∑
k=1

(−1)k+1 = 1 − 1 + 1 − 1 + . . . .

#��� ���������� ��	
�� ��� (1 − 1) + (1 − 1) + . . . , �	 � ����������

	��-�8 ����; ���� ���-� 1− (1− 1)− (1− 1)− . . . , �	 � ����������

	��-�8 �������� M
J������� � �	8; -�	 
���� ��8� ���E	�������
���; ��� ��� ��	 -����-��� ��88� 	
����!� ���E	����!�� 
	���=
�	�������	��� {1, 0, 1, 0, . . .}�
$#M�#�� 7�.� !�� 39$:4 ����
��� ��
�� ������ �����

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N ∀p ∈ N

(∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

xk

∣∣∣∣∣ < ε

)
. (5.2)

� D	 	
��������! 7�. ��� O7�.P �E	�����; ���� ���������� �	=
��-��� 
����� ��	 -����-��E ��88� " ���� �������� &	F� ���

	����	�������	���� �	��-��� 
����� 
	����	�������	��� {Sn} ��=
�������� �	-�	 �	���; �	���

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N ∀p ∈ N (|Sn+p − Sn| < ε).

M����	�� ��8�����; -�	

Sn+p − Sn =

n+p∑
k=n+1

xk. �

$�	��8� 7�. ���������� ��
���
�� #�&
 �	� 

�	���� �����
 )#6 $"%# 7�.� /�	
 ��� 39$:4 ����
���� �� lim

k→∞
xk = 0.

� D���� ��� O7�.P �E	������ $	���; 
	�	H�� � O7�4P p = 1; 
	��-�8
���
��8	�� �
,����H����� ��������� 7�. ���������� �������
��� ��
������

����
����
 ����� $	� ����; -�	 N�	� 
������ �� 8	H�� 
��� �	���=
�	-��8; 
	�������� �����!���
D�%�#� 7�3� ����8	���8 ������

���
� ���

∞∑
k=1

1

k
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . . .



��2 3%� � �����	�����(� �	 ������	� *�	����	 ���#���	% ��

M-�����	;-�	 lim
k→∞

1
k = 0� (	 �	�����	 
��8��� 3�4 
	����	������=

�	��� -����-��E ��88 N�	�	 ����; ���E	����� 
	 �������! &	F��
$�
��� ����8	���8 ��	����� �E	����E�� ���	��

$#M�#�� 7�4� OUP /�	
 ����
��� ���
∞∑

k=1
xk� �� ����
��� 
 ���

∞∑
k=1

cxk ��
 	"��� c ∈ R� ��

��

∞∑
k=1

cxk = c

∞∑
k=1

xk.

OUUP /�	
 �������� ����
∞∑

k=1
xk 


∞∑
k=1

yk� �� ����
��� 
 ���
∞∑

k=1
(xk+

yk)� ��

�� ∞∑
k=1

(xk + yk) =

∞∑
k=1

xk +

∞∑
k=1

yk.

,D��d(#(%# 7�.� 6	������ ��	��8� 7�.; �	�
	���	���F��� ���=
�	��-��8� ����������8� ��� 
	����	�������	�����

/�8 3��� � ������<����$��:� '����:�� 2��;��	� ����B
�����

���
∞∑

k=1
xk ���������� ����� � �����
����	����
 
	����
; ����

xk ≥ 0 ∀k ∈ N�
$#M�#�� 1�.� !�� � �����
����	����
 
	����
 ����
��� ��
�

�� ������ ����� ���	�������	������ ��� 
���

��� ���� �����
�

���$

� D���� ���
∞∑

k=1

xk (6.1)

�E	�����; �	��� 
	����	�������	��� {Sn} ��	 -����-��E ��88 	���=
��-���; ��� ��� 	�� �E	������
#��� ��� O1�.P �������� ���	8 � ��	�����������8� -����8�; �	


	����	�������	��� ��	 -����-��E ��88 {Sn} 8	�	�	��	 �	��������;



��2 3%� � �����	�����(� �	 ������	� *�	����	 ���#���	% ��

��� ���

Sn+1 =
n+1∑
k=1

xk = Sn + xn+1 ≥ Sn

D	��	���� 	�� 	�����-���; �	 � ���� �������� "����F������ ���

	����	�������	���� ���������� �	��-��� 
����� S = lim

n→∞Sn.�

$�	��8� 1�. ���������� ��
���
�� 0����&������ ��� ���	�� D�=
�����8 � �	�8����	��� � �	������������ ��
������ �������
��
$#M�#�� 1�4� ����� ���� ��� ����

∞∑
k=1

xk (6.2)


 ∞∑
k=1

yk (6.3)

� �����
����	����
 
	����
$ *����
OUP ��	
 xk ≤ yk ��
 	"��� k > N ∈ N, �� 
� ����
����
 ����

3;$<4 �	����� ����
����� ���� 3;$=4� � 
� ������
����
 ���� 3;$=4
�	����� ������
����� ���� 3;$<4>
OUUP ��	
 ��(������� �����	

lim
k→∞

xk

yk
= a > 0, a ∈ R, (6.4)

�� ���� 3;$=4 
 3;$<4 �������� 
	
 ���������� �������������
� OUP D���� ��� O1�3P �E	�����; � ? R ��	 ��88�� $	��� 
	����	��=

�����	��� {Sn} -����-��E ��88 ���� O1�4P 	�����-���; ��� ���

Sn =
n∑

k=1

xk ≤
n∑

k=1

yk ≤ S.

M��!�� � ���� ��	��8� 1�. �E	����� ��� O1�4P�
$�
��� 
���� ��� O1�4P ���E	������ $	��� � ���� ��	��8� 1�. 
	=

����	�������	��� {Sn} ��	 -����-��E ��88 ��	�����-���� *��-��;
��	�����-��� � 
	����	�������	��� {S ′

n} -����-��E ��88 ���� O1�3P;
�
	

Sn =

n∑
k=1

xk ≤
n∑

k=1

yk = S ′
n.



��2 3%� � �����	�����(� �	 ������	� *�	����	 ���#���	% ��

M��!�� � ���� ��	��8� 1�. ������� ���E	��8	��� ���� O1�3P�
OUUP #��� ���������� 
����� O1�5P; �	 
	 	
��������! 
������ 
	=

����	�������	��� ��� ����	�	 ε ∈ (0, a) �����8 -���	 N ∈ N ���	�;
-�	 
�� ���E k > N

a − ε <
xk

yk
< a + ε.

M��!��;
(a − ε)yk < xk < (a + ε)yk.

#��� ��� O1�3P �E	�����; �	 �E	����� � ���
∞∑

k=1

(a + ε)yk,

� 	��!�� ������� �E	��8	��� ���� O1�4P� #��� ��� O1�3P ���E	�����;
�	 ���E	����� � ���

∞∑
k=1

(a − ε)yk,

� 
	N�	8� ���E	����� ��� O1�4P� �
M� 
������	� ��������� ��8�E 
	 ��
� 8��	 �	���� ��	
� �E

��
�F�	 
��8�����; �	��8�8 � ��-����� �������	�� ����(�����
������

���
� ���

∞∑
k=1

1

kα
.

$#M�#�� 1�3� ����(����� ������

���
� ��� ��
 α ≤ 1 ����
���
���� � ��
 α > 1 ����
���$
6	������������ ��	��8� 
���
	F��8 ��
	8	�������	� �����H��=

����
)#��� 1�. O��88� &	F�P� ����� ��� ���

∞∑
k=1

xk (6.5)

� �����
����	����
 
	����
� ��

�� ��� 
	��� ������"� �����
����� �����"(�" ���	�������	������$ !�� 3;$94 ����
��� ��
��
������ ����� ����
��� ���

∞∑
k=0

2kx2k = x1 + 2x2 + 4x4 + . . . .



��4 3%� � �����	���(� �	 ������	� ��������� � ��	����	 �)��	����	 ��

� ����8	���8 
	����	�������	��� {Sn} � {Tm} -����-��E ��88
Sn = x1 + x2 + · · · + xn, Tm = x1 + 2x2 + · · · + 2mx2m.

D�� n < 2m �8��8

Sn ≤ x1+(x2+x3)+· · ·+(x2m+· · ·+x2m+1−1) ≤ x1+2x2+· · ·+2mx2m = Tm,
(6.6)

� 
�� n > 2m �8��8

Sn ≥ x1 + x2 + (x3 + x4) + · · · + (x2m−1+1 + · · · + x2m) ≥
1
2x1 + x2 + 2x4 + · · · + 2m−1x2m = 1

2Tm.
(6.7)

" ���� O1�1P � O1�2P 
	����	�������	��� {Sn} � {Tm} ��� 	
� 	���=
��-���; ��� 	
� ��	�����-����  ����� �� ��	��8� 1�. �����F���
�	�����������	� �
D������8 � �	������������ ��	��8� 1�3�
� #��� α ≤ 0, �	 ���E	��8	��� 	
	����	�	 ���8	��-���	�	 ����

������� �� ��	
E	��8	�	 
������� �E	��8	���� %���; 
���� α > 0.

$	��� 
��8���8� ��88� &	F�; � 8� 
��E	��8 � ����
∞∑

k=0

2k 1

2kα
=

∞∑
k=0

2(1−α)k.

L�	� ��� �E	����� �	-�	 �	���; �	��� 21−α < 1, � N�	 ����	�����	
��������� α > 1. �

/�E 3��� � (���>����$��:� '����:�� +������'��� (��B
;��	� �@���:����

D������8 � ����8	�����! ���	� ����
∞∑

k=1

xk, (7.1)

��� xk > 0 
�� ���E k > N ∈ N� ���� ���	�	 ���� 
���8 ��������
�����
 � ��	��
��	����
 
	����
�
$#M�#�� 2�. O
������ 6���8
��� �P� ����� ��� ��� 3?$:4 �

��	��
��	����
 
	����
 
 ��(������� �����	

lim
k→∞

xk+1

xk
= q.

�C�� ����� ,������� ���������1� � 4���/� ���	 ���������� ��-����� 4�����4' 8�����
�0� �����!�����% �����%��% � ��-������ #�!��!�������� ��������
����	 4� ��� � �������
��
������ ����� �'
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*����
OUP ��
 q < 1 ��� ����
���� � ��
 q > 1 1 ������
���<
OUUP ��(�����"� ��� �����(
���� ��� 
 �������(
��� ���� ��


q = 1�
� OUP D���� q < 1� $	��� � ���� 	
��������� 
������ 
	����	��=

�����	��� ��� ����	�	 ε > 0 ���	�	; -�	 q + ε < 1 ��
���8 -���	
N ∈ N ���	�; -�	

xk+1

xk
< q + ε < 1 ∀k > N.

$�
��� ��8���8; -�	

xk = xN
xN+1

xN
. . .

xk

xk−1
< xN(q + ε)k−N ∀k > N. (7.2)

" ���� 
���	�	 
������� ��������� ��� O2�.P �E	�����; 
	��	����
�E	����� ���

∞∑
k=N

xN(q + ε)k−N

� �8��� 8���	 O2�4P�
D���� ��
��� q > 1� �����H��� ��� � 
��������8 ���-��; 
	��=

-�8 ����������	

xk > xN(q − ε)k−N ∀k > N,

��� -���	 ε > 0 ���	�; -�	 q − ε > 1� ��������� 
	��-����; ����
�������� ��� O2�.P � ���	8

∞∑
k=N

xN(q − ε)k−N .

OUUP D��8���8 
������ 6���8
��� � 	
	
����	8� ���8	��-���	=
8� ����

lim
k→∞

kα

kα+1 = lim
k→∞

(
1 − 1

k + 1

)α

= 1 ∀α ∈ R+.

M����	 �������	; -�	 
�� 0 ≤ α ≤ 1 	
	
������ ���8	��-�����
��� ���E	�����; � 
�� α > 1 �E	������ �



��4 3%� � �����	���(� �	 ������	� ��������� � ��	����	 �)��	����	 ��

*��#��(%# 2�.�  ��������� 
	��� 	
��� 
������ 6���8
���;
�	�������8�� ����	��-�	; R ��� O2�.P �E	�����; ����

lim
k→∞

xk+1

xk
< 1,

� ���E	�����; ����
lim
k→∞

xk+1

xk
> 1.

$#M�#�� 2�4 O
������ &	F�P� ����� ��� ��� 3?$:4 � ��	��
�
��	����
 
	����
 
 ��(������� �����	

lim
k→∞

k
√

xk = q.

*����
OUP ��
 q < 1 ��� ����
���� � ��
 q > 1 1 ������
���<
OUUP ��(�����"� ��� �����(
���� ��� 
 �������(
��� ���� ��


q = 1�
� OUP D���� q < 1� $	��� ��� ����	�	 ε > 0 ���	�	; -�	 q + ε < 1


	�
���8 -���	 N ∈ N ���	�; -�	

k
√

xk < q + ε ∀k > N.

M��!�� 
	��-��8
xk < (q + ε)k.

" ���� 
���	�	 
������� ��������� ��� O2�.P �E	�����; 
	��	����
	-�����	 �E	����� ���

∞∑
k=1

(q + ε)k.

D���� ��
��� q > 1� $	��� � ���� ��	���� 
������ 
	����	������=
�	��� �8��8 k

√
xk > 1 
�� ���E k ∈ N 
	��F�E ���	�	�	�	 N ∈ N�

*��-��; xk > 1 ∀k > N � M��!�� � ���� ��	
E	��8	�	 
������� �E	=
��8	��� ��������; -�	 ��� O2�.P ���E	������
OUUP D��8���8 
������ &	F� � 	
	
����	8� ���8	��-���	8� ��=

��

lim
k→∞

1
k
√

kα
= lim

k→∞

(
1

k
√

k

)α

= 1 ∀α ∈ R+.

(	 
�� 0 ≤ α ≤ 1 	
	
������ ���8	��-����� ��� ���E	�����; � 
��
α > 1 �E	������ �



��5 
�����������%�� � �%� � ��������� � ��	����	 �)��	����	 �	

*��#��(%# 2�4�  ��������� 
	��� 	
��� 
������ &	F�; �	=
�������8�� ����	��-�	; R ��� O2�.P �E	�����; ���� lim

k→∞
k
√

xk < 1; �

���E	�����; ���� lim
k→∞

k
√

xk > 1�

*��#��(%# 2�3� D������ 6���8
��� 	
�-�	 ���-� 
��8�����;
-�8 
������ &	F�; ��� ��� � 
	��F������ ���-��� 
�	�� ��-��=
���� -������; -�8 �	��� k=� ���
���� M����	 
������ &	F� ����=
��� � �����!��8 �8����9 �	��� 
������ 6���8
��� ��������� ��
�E	��8	���; �	 � 
������ &	F� ��������� �� �E	��8	���< ���� H�

������ &	F� �� 
	��	���� ������� ������E ����!-����; �	 � 
��=
���� 6���8
��� �� 
	��	���� ������� ������E ����!-����� L�	�
���� 8� �	�������� �� 
���8; 	����	 
�	���!�������8 
��8��	8�
D�%�#� 2�.� ����8	���8 ��� 1

2 + 1
3 + 1

22 + 1
32 + . . . ; ��� �	�	�	�	

lim
k→∞

xk+1

xk
= lim

k→∞

(
2

3

)k

= 0; lim
k→∞

xk+1

xk
= lim

k→∞

(
3

2

)k

· 1

2
= +∞;

lim
k→∞

k
√

xk = lim
k→∞

1
2k−1
√

2k
=

1√
2
.

D������ &	F� ��������� �� �E	��8	���; � 
������ 6���8
��� ��

	��	���� ������� ����!-�����

/�9 !�;��	�(��������� ����� +������'��� (��;��	� �@�B
��:����

" ���E 
��������E �������E 8� ���-��� 
������� �E	��8	���
���	� � ��	�����������8� � 
	�	H�������8� -����8�� M-�����	;
-�	 N�� 
������� � ��
�E	8 8	H�	 ��
	���	���� 
�� ������	�����
�E	��8	��� ���	� � ��
	�	H�������8� � 	�����������8� -����8��
"�� N�� ����	����	��� ���	� ���������� ���������������
 �����
�
� ����8	���8 ��
��� ���	�	��� ���� ����������������� ������
D���� ��� ��� ����

∞∑
k=1

xkyk. (8.1)

%�����	����! �E	��8	��� ���� O>�.P 
���
	F��8 	��� ��
	8	��=
������� ����������



��5 
�����������%�� � �%� � ��������� � ��	����	 �)��	����	 ��

)#��� >�. O����������	 �
����P� ����� ���� 

�	� ak 
 bk�
k = 1, 2, . . . , n� ���
�� 
�� 	
�� ak ≥ ak+1� 	
�� ak ≤ ak+1� k =

1, 2, . . . , n− 1� 
� ����� ����� |b1 + · · ·+ bk| ≤ B� k = 1, . . . , n$ *����∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ B(|a1| + 2|an|).

� M
	���-�8 S =
n∑

k=1
akbk � 
	�	H�8 Bm =

m∑
k=1

bk; m = 1, 2, . . . , n�

$	���

S = (a1 − a2)B1 + (a2 − a3)B2 + · · · + (an−1 − an)Bn−1 + anBn,

�	 ����

S =

n−1∑
k=1

(ak − ak+1)Bk + anBn.

M��!��

|S| ≤
n−1∑
k=1

|ak − ak+1| · |Bk| + |an| · |Bn|.

D	 ���	��! |Bk| ≤ B; k = 1, 2, . . . , n; 
	N�	8�

|S| ≤ B

(
n−1∑
k=1

|ak − ak+1| + |an|
)

. (8.2)

#��� ak ≥ ak+1; k = 1, 2, . . . , n − 1; �	

n−1∑
k=1

|ak − ak+1| =
n−1∑
k=1

(ak − ak+1) = a1 − an ≤ |a1| + |an|.

#��� H� ak ≤ ak+1; k = 1, 2, . . . , n − 1; �	

n−1∑
k=1

|ak − ak+1| =

n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) = an − a1 ≤ |a1| + |an|.

M��!�� � �� O>�4P 
	��-��8 �����H����� ��88�� �
����2� E����� =���2 ���.������� � �����*���	 ���������' 8�����0� �����0 �����%��%

� ��#����� ������ 4���/�	 � ��������
������ ����� �'



��5 
�����������%�� � �%� � ��������� � ��	����	 �)��	����	 �


$#M�#�� >�. O
������ �
���P� /�	
 ���	�������	������ {xk}
��������� 
 �����

���� � ���

∞∑
k=1

yk (8.3)

����
���� �� ��� 3@$:4 ����� ����
���$
� D���� 
	����	�������	��� {xk} 	�����-��� -���	8 x > 0� "

���� �������� &	F� ��� ���	� 
	 ������	8� ε > 0 �����8 -���	
N ∈ N ���	�; -�	∣∣∣∣∣

n+p∑
k=n+1

yk

∣∣∣∣∣ < ε

3x
∀n > N ∀p ∈ N.

" ���� ����������� �
���∣∣∣∣∣
n+p∑

k=n+1

xkyk

∣∣∣∣∣ < ε

3x
(|xn+1| + 2|xn+p|) < ε ∀n > N ∀p ∈ N.

M��!�� � ���� �������� &	F� �������� �����H����� ��	��8�� �
$#M�#�� >�4 O
������ 6���E��P� ����� ��� ��� 3@$:4 ������


�� ���	�������	������ {xk} ��������� �����
��� � ��	"� �
���	�������	������ {Yn} 
���

��� ���� ���� 3@$<4 �����

���$
*���� ��� 3@$:4 ����
���$

� D���� 
	����	�������	��� {Yn} 	�����-��� -���	8 Y > 0� "
���� �E	��8	��� 
	����	�������	��� {xk} 
	 ����	8� ε > 0 �����8
-���	 N ∈ N ���	�; -�	

|xk| <
ε

6Y
∀k > N.

D	��	���� ∣∣∣∣∣
k=n+q∑
k=n+1

yk

∣∣∣∣∣ = |Yn+q − Yn| ≤ 2Y ∀q ∈ N,

�	 � ���� ����������� �
��� �8��8∣∣∣∣∣
k=n+p∑
k=n+1

xkyk

∣∣∣∣∣ ≤ 2Y (|xn+1| + 2|xn+p|) < 2 · 3Y

6Y
· ε = ε
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�� ���E n > N � p ∈ N� M��!�� � ���� �������� &	F� ��������
�����H����� ��	��8�� �
 )#6 $"%# >�. O
������ )��
����P� ����� ��� ���

∞∑
k=1

(−1)k+1xk, (8.4)

��

�� ���	�������	������ {xk} ��������� �����
��� � ��	"$
*���� ��� 3@$A4 ����
���$

� D	��	���� 
	����	�������	���

Yn =

n∑
k=1

(−1)k+1 =

{
0 
�� n -���	8;
1 
�� n ��-���	8

-����-��E ��88 ���� O>�5P 	�����-���; � 
	����	�������	��� {xk}
8	�	�	��	 ����8���� � ���!; �	 �E	��8	��� ���� O>�5P �������� ��

������� 6���E��� �

/�* ��������� �@���D���� ����

���
∞∑

k=1
xk ���������� ����	"��� �����(
��� O�������(
���P;

���� �E	����� O���E	�����P ���
∞∑

k=1
|xk|�

D	�	H�8

x+
k =

{
xk 
�� xk ≥ 0,
0 
�� xk < 0,

x−
k =

{
0 
�� xk ≥ 0,
−xk 
�� xk < 0.

����� x+
k ; x

−
k ; 	-�����	; ��	������������; 
��-�8

xk = x+
k − x−

k , |xk| = x+
k + x−

k .

$#M�#�� /�.� !��
∞∑

k=1
xk ����	"��� ����
��� ��
�� ������ ���

��� �������� ����
∞∑

k=1
x+

k 

∞∑

k=1
x−

k �

� D���� ���
∞∑

k=1
xk �
�	�!��	 �E	������ D	��	���� |xk| ≥ x+

k �

|xk| ≥ x−
k ; �	 	��!�� � ���� 
���	�	 
������� ��������� �������

�E	��8	��� ���	�
∞∑

k=1
x+

k �
∞∑

k=1
x−

k �



��6 ,$���7��� �)��%8	��% �%� ��

#��� H� �E	����� ����
∞∑

k=1
x+

k �
∞∑

k=1
x−

k ; �	 � ���� ��������� x+
k +

x−
k = |xk| � ��	���� �E	����E�� ���	� 	��!�� ������� �
�	�!����
�E	��8	��� ����

∞∑
k=1

xk� �

 )#6 $"%# /�.�B���	"��� �����(
��� ��� ����
���$

� " ���� ��	��8� /�. �� �
�	�!��	� �E	��8	��� ����
∞∑

k=1
xk �����=

�� �E	��8	��� ���	�
∞∑

k=1
x+

k �
∞∑

k=1
x−

k � " ���� ��������� x+
k −x−

k = xk �

��	���� �E	����E�� ���	� 	��!�� �������� �E	��8	��� ��8	�	 �����
�
M
����	� �����H����� ������	; -�	 
	�������� �����!���
D�%�#� /�.� ����8	���8 ���

∞∑
k=1

(−1)k+1

k
= 1 − 1

2
+

1

3
− . . . .

L�	� ��� �E	����� � ���� 
������� )��
����� M����	 �
�	�!��	
N�	� ��� ���E	�����; 
	��	����

∞∑
k=1

∣∣∣∣(−1)k+1

k

∣∣∣∣ = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . . .

$#M�#�� /�4 O��	��8� &	F� 	
 �
�	�!��	 �E	����E�� ����EP�

����� ���
∞∑

k=1
xk ����	"��� ����
���$ *���� ���

∞∑
k=1

yk� �������

	����� 
� ��� �� 
	����� �� ������ � ������ �������� �����
����	"��� ����
��� 
 
���� �� �� �����$

� 6�� ����
∞∑

k=1
yk �����8 
	����	�������	��� {y+

k } � {y−k } ���=

�	��-�	 
	����	�������	���8 {x+
k } � {x−

k }� D	��H�8; -�	
∞∑

k=1
x+

k =

∞∑
k=1

y+
k � O��������	

∞∑
k=1

x−
k =

∞∑
k=1

y−k �	���������� ����	��-�	P�

����8	���8 -����-��! ��88� Y +
n = y+

1 +· · ·+y+
n .����� y+

1 , . . . , y+
n

��E	����� � ����
∞∑

k=1
x+

k 
	� �	8���8� k1, . . . , kn� D���� N R ���
	��=

F�� ����� ��E � X+
N = x+

1 + · · ·+ x+
N R �		��������!��� -����-���



���� 9���#�� �)��%8	��% �%� ��

��88�� M-�����	;

Y +
n ≤ X+

N ≤ X+ =

∞∑
k=1

x+
k .

$���8 	
���	8; -����-��� ��88� ����
∞∑

k=1
y+

k 	�����-��� � �

���� �������� "����F������ ��� ���	� ���������� ��88�

Y + =
∞∑

k=1

y+
k .

D	����	; -�	 Y + ≤ X+� D	8���� 8����8� ����
∞∑

k=1
x+

k �
∞∑

k=1
y+

k �;


	��	��� �����H�����; 
	��-�8 X+ ≤ Y +�  ���	 
���; X+ = Y +�
$�
��� � ���� ��	��8� /�. � ��	���� �E	����E�� ���	� �8��8

∞∑
k=1

xk =

∞∑
k=1

(x+
k −x−

k ) =

∞∑
k=1

x+
k −

∞∑
k=1

x−
k =

∞∑
k=1

y+
k −

∞∑
k=1

y−k =

∞∑
k=1

yk. �

/�)5 &������ �@���D���� ����

��� ���������� ��	���� �����(
���; ���� 	� �E	�����; �	 �� �
=
�	�!��	� &�� 
	�������� 
��8�� /�.; ���	��	 �E	������� ���� ��=
������!��
$#M�#�� .B�. O��	��8� ��8���� 	
 ���	��	 �E	����E�� ����EP�

����� ���
∞∑

k=1
xk ����
��� ��	����$ *����� ������ �� �
 ��	� S

(−∞ ≤ S ≤ +∞)� ����� �����������
 
	���� ���� ����� ���
�
����� 
���� ����� ���� ��	� ����� S$

� M�8���8 
��H�� ����	; -�	 ��� ���	��	 �E	����E�� ���	�

∞∑
k=1

x+
k = +∞ �

∞∑
k=1

x−
k = +∞.

6�����������	; � ���� ��	��8� /�. E	�� 
� 	��� �� N��E ���	� ���=
�)���# B��!��- <���#��! ?���� ����������� � ����/��	 ���������' 8�����0� �����!����

��% �����%��% � ������ 4���/�	� #��������� ��������
����	 � �������
����	 4� ���'



���� 9���#�� �)��%8	��% �%� ��

E	������ D���� ��� 	
��������	���
∞∑

k=1
x+

k = +∞� D	��	����

n∑
k=1

x−
k =

n∑
k=1

x+
k +

n∑
k=1

xk,

�	; 
���E	�� � N�	8 ��������� � 
������ 
�� n → ∞; 
	��-�8
∞∑

k=1
x−

k = +∞�

&�	8� �	�	 	�8���8 ���; -�	 � ���� ��	
E	��8	�	 
������� �E	=
��8	��� xk → 0 
�� k → ∞� � N�	 	���-���; -�	 x+

k → 0 
�� k → ∞�
D���� ��
��� S ∈ R� D	�
���8 ����������� -���� n1 < n2 < . . . ,

n′
1 < n′

2 < . . . ��� ���8���F�� -����; ��� �	�	��E ��
	���!���
�����������

Sn1
=

n1∑
k=1

x+
k > S, (10.1) Sn′

1
= Sn1

−
n′

1∑
k=1

x−
k < S (10.2),

Sn2
= Sn′

1
+

n2∑
k=n1+1

x+
k > S, (10.3) Sn′

2
= Sn2

−
n′

2∑
k=n′

1+1

x−
k < S (10.4), . . .

"	�8	H�	��� 
	�	
���� ����� -���� nk � n′
k ������� �� ���E	��8	=

��� ���	�
∞∑

k=1
x+

k �
∞∑

k=1
x−

k �

D	��H�8; -�	 ���

n1∑
k=1

x+
k −

n′
1∑

k=1

x−
k +

n2∑
k=n1+1

x+
k −

n′
2∑

k=n′
1+1

x−
k + · · · =

∞∑
k=1

yk

�E	����� � S� ����8	���8 ���-��� 
	����	�������	��� -����-��E
��88 {Snk}� D	 
	���	���!

|S − Snk
| = Snk

− S ≤ x+
nk

.

D	��	���� x+
k → 0 
�� k → ∞; �	 � x+

nk
→ 0 
�� k → ∞� M��!��

Snk → S� ����	��-�	 
	����������; -�	 Sn′
k
→ S� ����8	���8 ��=


��� 
�	���	����! -����-��! ��88� Sn ����
∞∑

k=1
yk� D	 
	���	���!

��� �!
	�	 n ∈ N 8	H�	 
	�	
���� ����� n′
k � nk+1; ��
	 nk � n′

k;



���� 9���#�� �)��%8	��% �%� ��

-�	 Sn′
k
≤ Sn ≤ Snk+1

; ��
	 Sn′
k
≤ Sn ≤ Snk

� M��!�� � ���� ��	��8�
	 ���E 8�����	����E ������� �����H������
��	
� 
	��-��� �����H����� ��	��8� 
�� S = +∞; ���	 � ����=

�������E O.B�.P; O.B�4P; O.B�3P; O.B�5P � �� �� �8���	 S ����� -����
2, 1, 4, 3 � �� �� �		����������	� �
,D��d(#(%# .B�.� 6	������ ��	��8� .B�. 
�� S = ±∞�

D�%�#� .B�.� ����� 8� 
	������; -�	 ���
∞∑

k=1

(−1)k+1

k �E	�����

���	��	� M
	���-�8 -���� S ��88� N�	�	 ���� � 
��������8 ��	 -��=
�� ���; -�	
� 	� �8�� ��88� � ��� ���� 8���F�!� 6�� N�	�	 ����
=

����8 -���� ���� �����!��8 	
���	89(

1 − 1

2
− 1

4

)
+

(
1

3
− 1

6
− 1

8

)
+ · · ·+

(
1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k

)
+ . . .

����8	���8 -����-��! ��88� S ′
3m �	�	�	 ����

S ′
3m =

m∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

4k − 2
− 1

4k

)
=

1

2

m∑
k=1

(
1

2k − 1
− 1

2k

)
=

1

2
S2m,

��� S2m R -����-��� ��88� ��E	��	�	 ����� M-�����	;

lim
m→∞S ′

3m =
1

2
lim

m→∞S2m =
1

2
S.

&�	8� �	�	;

S ′
3m−1 = S3m +

1

4m
, S ′

3m−2 = S ′
3m−1 +

1

4m − 2
.

D	N�	8� 	�	�-������	 �8��8

lim
m→∞S ′

3m = lim
m→∞S ′

3m−1 = lim
m→∞S ′

3m−2 =
1

2
S.



��

� 
������

�� ��
 !��

! )�� ��� "� ���� * !

! + $�!����

� ��� &��*

! ���	��	 �� �
��� ,�� &��*

-���� ,&���� �+���� � .�(��������

6�) 2����� ?
�	<�� � ��'	� � ��� ���
����

MD�#6#)#(%# .�.� M�	
��H���� f : X → R; ��� X ⊂ R; ��=
�������� �����
��� ��	H����	 X = dom f ���������� ��	����"
������	��
� �������; � ��H��� ��	 N��8��� 
���8 �������� �����
������ �������� M
��� 8�	H����� X im f = f [X ] ⊂ R 
���8 ����=
���� ��	����" ���
��
� ������� f ; � ��	 N��8���� y = f(x) ∈ im f

���8 �������� ���
��
��
 ������� f �
MD�#6#)#(%# .�4� $	-�� y0 ∈ R ���������� �����	�� ����=

��� y = f(x) � �	-�� x0; ���� ��� �!
	� 
	����	�������	��� {xn} ⊂
dom f ���	�; -�	 lim

n→∞ xn = x0 � xn �= x0 ∀n ∈ N; 
	����	�������	���

{f(xn)} �E	����� � y0 O	
��������� 
	 �����P�
 
	8	��! �	��-���	� ��8�	���� N�	 	
��������� ��
�F���� �

�����!��8 ����

(y0 = lim
x→x0

f(x)) := (∀{xn} ⊂ dom f \ {x0}

(limxn = x0 ⇒ lim
n→∞ f(xn) = y0)).

MD�#6#)#(%# .�3� $	-�� y0 ∈ R ���������� �����	�� ����=
��� y = f(x) � ��
�� x0; ���� ��� �!
	�	 ε > 0 ���������� δ > 0
���	�; -�	 �� ����������� 0 < |x − x0| < δ; x ∈ dom f ; �������
����������	 |f(x) − y0| < ε O	
��������� 
	 &	F�P�
D�������8 � N�	 	
��������� �� ���� �	��-����E ��8�	�	�9

(y0 = lim
x→x0

f(x)) := (∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f

(0 < |x − x0| < δ ⇒ |f(x) − y0| < ε)).

$#M�#�� .�.� ������	��
� �����	� �����

 �� ,���� 
 �� #��
&
 '��
��	�����$

� O
����� 
	 �����P ⇒ O
����� 
	 &	F�P� 6	��H�8 	� 
�	����	=
�	; �	 ���� �	
����8; -�	 
����� y0 ������� y = f(x) � �	-�� x0



"�� *����� '����		 # ����� 	 �!� �#����#� ��


	 ����� �� �������� 
�����	8 
	 &	F�� D	������� � �	��-���	�
��8�	���� 	���-���9

∃ε ∀δ > 0 ∃x ∈ dom f (0 < |x − x0| < δ ∧ |f(x) − y0| ≥ ε).

M��!�� �������; -�	 ��� ��H�	�	 -���� 
	����	�������	��� {δn :
δn = n−1} �������� N��8��� xn ∈ dom f ���	�; -�	

0 < |xn − x0| < δn � |f(xn) − y0| ≥ ε.

)���� ����������� 	���-�!�; -�	 ( lim
n→∞ xn = x0)∧(xn �= x0); � 
���	�

	���-���; -�	 lim
n→∞ f(xn) �= y0� D�	���	��-���

O
����� 
	 &	F�P ⇒ O
����� 
	 �����P� "�
���8 ���	�	��! 
	=
����	�������	��� {xn} ⊂ dom f \{x0} ����!; -�	 lim

n→∞ xn = x0; � 
	=

��H�8; -�	 lim
n→∞ f(xn) = y0� 6�� ����	�	 δ > 0 
	�
���8 N ∈ N ���;

-�	
� 0 < |x− x0| < δ 
�� n > N � " ���� 	
��������� 
	 &	F� 	�=
�!�� �������; -�	 |f(xn)−y0| < ε� L�	 	���-���; -�	 lim

n→∞ f(xn) = y0.

�
����8	���8 
��8����
D�%�#� .�.� ����8	���8 ������! f(x) = |XYZx|� #� 	
�����

	
��������� dom f = R; 	
����� ���-���� im f = {0, 1}� (����8
lim
x→0

f(x)� " ���� 	
��������� ����� ��� �!
	� 
	����	�������	���

{xn}; lim
n→∞xn = 0 � xn �= 0 ∀n ∈ N �8��8 lim

n→∞ f(xn) = lim
n→∞ |XYZxn| =

lim
n→∞ 1 = 1�

D�%�#� .�4� ����8	���8 ������! f(x) = x sinx−1� #� 	
�����
	
��������� dom f = R \ {0}� D	��H�8; -�	 lim

x→0
x sinx−1 = 0� "	�=


	�����8�� 	
���������8 &	F�� 6�� ������	�	 ε > 0 �	��8�8 δ =
ε; �	��� �� ����������� 0 < |x| < δ 
���� ����	���� ����������	
|f(x) − 0| = |x sinx−1| ≤ |x| < ε�
D�%�#� .�3� ����8	���8 ������! f(x) = sinx−1� #� 	
�����

	
��������� dom f = R\{0} �� H�; -�	 � � ������� � 
��������8

��8���� M����	 
������ lim

x→0
sinx−1 �� ����������� "	�
	�����8��

	
���������8 
	 ������ "�
���8 ��� 
	����	�������	���{
x′

n =
1

πn

}
�

{
x′′

n =
2

(4n + 1)π

}
.



"�� *����� '����		 # ����� 	 �!� �#����#� �	

D	����	; -�	 x′
n �= 0 � x′′

n �= 0; 
��-�8 lim
n→∞ x′

n = lim
n→∞ x′

n = 0� (	

lim
n→∞ f(x′

n) = lim
n→∞ sin πn = 0; lim

n→∞ f(x′′
n) = lim

n→∞ sin(2n + 1/2)π = 1�

D������8 � ����8	�����! ���	�	��E ����!��E 	�	
���	 ��H=
��! �	�� ��	���� 
������ ������� � �	-��� 6�� N�	�	 ��
	8��8
������ � �����8 �	��� 
	������
MD�#6#)#(%# .�5� �����������" Ox �	-�� x ∈ R ��������=

�� �!
	� �������� I ⊂ R; �	���H���� �	-�� x< δ=�����������"
Oδ

x �	-�� x ���������� �������� (x− δ, x + δ)� �����	���� �������

�����"
•
Ox O�����	���� δ=	������	���!

•
O

δ

x P �	-�� x ����������
�		��������!��� �������� � ��
�	F���	� �	-�	� x�
%�
	����� ��������� 
	�����; 	
��������� 
������ ������� 
	

&	F� 8	H�	 ��
����� 
	��� �	8
����	9

(y0 = lim
x→x0

f(x)) :=

(∀ε > 0 ∃δ > 0 (x ∈ •
O

δ

x0
∩ dom f ⇒ f(x) ∈ Oε

y0
)).

MD�#6#)#(%# .�7� ������� y = f(x) ���������� �����

���
���; �����

����� ������; �����

����� ��
��; ���� �������� ���	�
-���	 c ∈ R; -�	 ��� ���E x ∈ dom f ��
	����	 �		���������=
�	 |f(x)| < c; f(x) < c; f(x) > c� " ���-��; ���� 
���	�; ��	�	�
��� ������ �� N��E �		��	F���� ��
	����	 � ���	�	�	� 
�	�	�	=
�	� 	������	��� �	-�� x; �	 ������� ���������� �		����������	
	���	��� O�
��	���P �����

�����; 	���	��� O�
��	���P �����

���
��� ������; 	���	��� O�
��	���P �����

����� ��
���
 "M' $"� 
������ ������� � �	-���

OUP ����� ��(������� �����	 y0 = lim
x→x0

f(x)�
•
Ox0

⊂ dom f � �����

�����
� 	���	��� �����

���$
OUUP ����� ��(�����"� �����	� y1 = lim

x→x0

f(x)� y2 = lim
x→x0

f(x)$

*���� y1 = y2�
� OUP D	 	
��������! &	F� ( lim

x→x0

f(x) = y0) := (∀ε > 0 ∃δ >

0 ∀x ∈ dom f (0 < |x − x0| < δ ⇒ |f(x) − y0| < ε)). ���
����

	������� ����������	; 
	��-�8

y0 − ε < f(x) < y0 + ε ∀x ∈ •
O

δ

x0
∩ dom f ⊃ •

O
δ

x0
∩ •

Ox0
=

•
O

′
x0

.



"�� *�����+ ��	'���	����	� ������		 	 ����#����#� ��

M����� |f(x)| < c ∀x ∈ •
O

′
x0
; ��� c = max{|y0 − ε|, |y0 + ε|}.

OUUP D	 	
��������! ����� �� ( lim
x→x0

f(x) = y1) ∧ ( lim
x→x0

f(x) = y2)

�������; -�	 ���������� �E	������� 
	����	�������	��� {f(xn)};

��-�8 ( lim

n→∞ f(xn) = y1)∧( lim
n→∞ f(xn) = y2)� " ���� ��	����� 
������


	����	�������	��� y1 = y2� �

6�/ 2�����A ���?:���'��	�� �(���<�� � �����������

MD�#6#)#(%# 4�.� #��� � ���E ������� y = f(x) � y = g(x)

	
����� 	
��������� �	�
���!� dom f = dom g = X ; �	 �E ����
���; ���
������
�� � 
������ ������!��� �		����������	 ����=
���; 	
���������� �����!��8� �	�8���8�9

(f + g)(x) := f(x) + g(x), (f · g)(x) = f(x)g(x),

dom(f + g) = dom(fg) = X ,(
f

g

)
(x) =

f(x)

g(x)
, dom (fg) = X \ {x ∈ X : g(x) = 0}.

$#M�#�� 4�.� ����� y = f(x) 
 y = g(x) 1 ��� �����

 �
��(�� ��	����" ������	��
�$ /�	
 lim

x→x0

f(x) = y1� � lim
x→x0

g(x) = y2�
��
OUP lim

x→x0

(f + g)(x) = y1 + y2<

OUUP lim
x→x0

(fg)(x) = y1 · y2<

OUUUP lim
x→x0

(
f
g

)
(x) = y1

y2
; ��	
 y2 �= 0�

� D���� 
	����	�������	��� {xn} ⊂ X = dom f = dom g �����;
-�	 (xn �= x0 ∀n ∈ N) ∧ ( lim

n→∞xn = x0)� $	��� � ���� 	
���������

����� ( lim
n→∞ f(xn) = y1)∧ ( lim

n→∞ g(xn) = y2)� " ���� �		��������!��E

��	���� 
	����	�������	���� �8��8

lim
n→∞(f(xn) + g(xn)) = y1 + y2, lim

n→∞(f(xn)g(xn)) = y1y2,

lim
n→∞

(
f(xn)

g(xn)

)
=

y1

y2
, ���� y2 �= 0.

M��!�� ����� 
�	���	�� � ��
	�� 
	����	�������	��� {xn} � 	
��=
������� ����� ������� �����H����� ��	��8�� �



"�� *�����+ ��	'���	����	� ������		 	 ����#����#� �


$#M�#�� 4�4� OUP ����� y = f(x) 
 y = g(x) 1 ��� �����

 �
��(�� ��	����" ������	��
� X $ /�	
 lim

x→x0

f(x) = y1 < lim
x→x0

g(x) =

y2� �� �������� �����	���� δ������������
•
O

δ

x0
��
�
 x0 ������


�� f(x) < g(x) ∀x ∈ •
O

δ

x0
∩X �

OUUP ����� �����

 y = f(x)� y = g(x)� y = h(x) � ��(�� ���
	����" ������	��
� X ������� 
�� f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)$ /�	

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = y0� �� lim
x→x0

g(x) = y0�

� OUP "	��8�8 y′ ∈ R ���	�; -�	 y1 < y′ < y2� D	 	
��������!

&	F� �����8 
�	�	�	��� δ=	������	���
•
O

δ1

x0
�

•
O

δ2

x0
�����; -�	

|f(x) − y1| < y′ − y1 ∀x ∈ •
O

δ1

x0
∩X ,

|g(x) − y2| < y2 − y′ ∀x ∈ •
O

δ2

x0
∩X .

$	���

∀x ∈ •
O

δ

x0
∩X f(x) < (y′ − y1) + y1 = y′ = y2 − (y2 − y′) < g(x).

*���� δ = min{δ1, δ2}�
OUUP #��� lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = y0; �	 ∀ε > 0 �������� 
�	�	�	=

��� δ=	������	���
•
O

δ1

x0
�

•
O

δ2

x0
�	-�� x0 �����; -�	

y0 − ε < f(x) < y0 + ε ∀x ∈ •
O

δ1

x0
∩X ,

y0 − ε < g(x) < y0 + ε ∀x ∈ •
O

δ2

x0
∩X .

$	��� ��� ���E x ∈ •
O

δ1

x0
∩ •

O
δ1

x0
∩X :=

•
O

δ

x0
∩X �8��8

y0 − ε < f(x) ≤ g(x) ≤ h(x) < y0 + ε,

	����� |g(x) − y0| < ε; -�	 � ���� 	
��������� &	F� �����F���
�	�����������	� �
 )#6 $"%# 4�.� ����� lim

x→x0

f(x) = y1 
 lim
x→x0

g(x) = y2$ /�	
 �

��������� �����	���� ����������

•
Ox0

��
�
 x0 ����	����
OUP f(x) ≥ g(x)� �� y1 ≥ y2>



"�� *�����+ ��	'���	����	� ������		 	 ����#����#� ��

OUUP f(x) > g(x)� �� y1 ≥ y2>
OUUUP f(x) ≥ c� c ∈ R� �� y1 ≥ c>
OUiP f(x) > c� c ∈ R� �� y1 ≥ c�
� �����H��� 	� 
�	����	�	; �� �����H����� OUP ��	��8� 4�4 ��8��=

����	 
	��-��8 OUP � OUUP� ,����H����� OUUUP � OUiP 
	��-�!��� �� OUP
� OUUP 
�� g(x) = c� �
MD�#6#)#(%# 4�4� D���� ������ ��� ������� y = g(x) � z =

f(x); 
��-�8 im g ⊂ dom f � ������! z = f ◦ g(x); 	
���������!

	 �	�8��� f ◦ g(x) = f(g(x)); 
���8 �������� ������
�
�� ���E
��������
$#M�#�� 4�3� ����� y = g(x)� z = f(x) 1 ��� �����

 ���
��


�� im g ⊂ dom f $ ������ ��	��� ��(�����"� lim
x→x0

g(x) = y0 


lim
y→y0

f(y) = z0$ /�	


OUP y0 /∈ dom f


	

OUUP f(y0) = z0;
�� lim

x→x0

f ◦ g(x) = z0

� OUP y0 /∈ dom f ⇒ y0 /∈ im g� D���� {xn} ⊂ dom f R 
�	���	�����

	����	�������	��� �����; -�	 xn → x0; xn �= x0 ∀n ∈ N� $	���
g(xn) → y0 � g(xn) �= y0 ∀n ∈ N� D	N�	8� f(g(xn)) → z0� " ����

�	���	���	��� 
	����	�������	��� {xn} 
	������� 	���-���; -�	
lim
x→x0

f ◦ g(x) = z0�

OUUP #��� z0 = f(y0); �	 ∀ε > 0 ∃δ′ > 0 (y ∈ Oδ′
y0

∩ dom f ⇒
f(y) ∈ Oε

z0
)� O*���� ����	; -�	 ������������ ������	 �� �	���	 ���


�	�	�	��E 	������	���� �	-�� y0P�
$�� ��� lim

x→x0

g(x) = y0; �	 ��� δ′ 8	H�	 
	�	
���� δ > 0 ���	�;

-�	 x ∈ •
O

δ

x0
∩ dom g ⇒ g(x) ∈ Oδ′

y0
∩ dom f ; ��� ��� im g ⊂ dom f �

M��!�� 
	��-��8; -�	 ���� x ∈ •
O

δ

x0
∩ dom g; �	 f(g(x)) ∈ Oε

z0
� �

*��#��(%j� M�����-���� OUP � OUUP ����������� � ��	��8� 4�3�
" ��8	8 ����; 
���� ����F����� ��	�	� �� 	�����-����� 6�� N�	�	
�	��8�8 f(y) = |XYZy|; g(x) = x sinx−1; x0 = y0 = 0� D	��-�8
lim
x→0

x sinx−1 = 0; lim
y→0

|XYZy| = 1� M����	 
����� ������� f ◦ g �

�	-�� B �� ����������� 6	����	-�	 ����8	����� 
	����	�������	���



"�" .�	���	� .�/	 ��8���#�#��	% ������� '����		 ��

xn = 1
πn ; x

′
n = 2

π(4n+1)�

6�6 �������
 ��C� �
D���������� (������ ?
�	<��

M
��������� 
	 ����� � 
	 &	F� 
������ ������� � �	-�� -�=
���-�� 	�����-�������; ��� ��� �� 	E������!� ����	 8�	�		
�����
��������� D	N�	8� �����8
MD�#6#)#(%# 3�.�
OUP ( lim

x→+∞ f(x) = y0) := (∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f (x > δ ⇒
f(x) ∈ Oε

y0
))<

OUQP ( lim
x→+∞ f(x) = y0) := (∀{xn} ⊂ dom f ( lim

n→∞ xn = +∞ ⇒
lim
n→∞ f(xn) = y0))<

OUUP ( lim
x→−∞ f(x) = y0) := (∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f (x < −δ ⇒

f(x) ∈ Oε
y0

))<
OUUQP ( lim

x→−∞ f(x) = y0) := (∀{xn} ⊂ dom f ( lim
n→∞ xn = −∞ ⇒

lim
n→∞ f(xn) = y0))<

OUUUP ( lim
x→∞ f(x) = y0) := (∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f (|x| > δ ⇒

f(x) ∈ Oε
y0

))<
OUUUQP ( lim

x→∞ f(x) = y0) := (∀{xn} ⊂ dom f ( lim
n→∞ xn = ∞ ⇒ lim

n→∞ f(xn) =

y0))�
,D��d(#(%#� 6	������ N����������	��� OUP � OUQP; OUUP � OUUQP;

OUUUP � OUUUQP � 
��������8 	
���������� %�����	���� ����� ������=
��E � N�	8 	
��������� 
	����� � ����8���-����8� 	
������8�
� �����������8�� 6	������ ����	� ��	��8� 	 
������ �	8
	�����
���E ������� O��	��8� 3P�
MD�#6#)#(%# 3�4� �����	���� δ=�����������" ±∞ � ∞ ��=

�	��8 �		����������	 8�	H�����
•
O

δ

+∞= {x ∈ R : x > δ}, •
O

δ

−∞=

{x ∈ R : x < −δ}, •
O

δ

∞= {x ∈ R : |x| > δ}�
$�
��� � ��� ��� �	�	�	 ��� ���-���� �������� &	F�� %��-����

��-��8 � 	
��������� ��	��
� #�&
9
MD�#6#)#(%# 3�3� 0���8 �	�	����; -�	 ������� y = f(x) ����

�	�������� ��	��
" #�&
 ��
 x → x0 Ox0 ∈ R ��� x0 = ±∞,∞P;



"�" .�	���	� .�/	 ��8���#�#��	% ������� '����		 ��

����

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ ∈ dom f∩ •
O

δ

x0
⇒ (|f(x′) − f(x′′)| < ε).

$#M�#�� 3�. O�������� &	F�P� ����� x0 ∈ R� 	
�� x0 =
±∞,∞$ �����	 lim

x→x0

f(x) ��(������� ��
�� ������ ����� �����
�

y = f(x) ����	�������� ��	��
" #�&
 ��
 x → x0�
� D���� ���������� lim

x→x0

f(x)� $	���

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ ∈ dom f∩ •
O

δ

x0

(|f(x′) − y0| < ε/2) ∧ (|f(x′′) − y0| < ε/2).

M��!�� |f(x′) − f(x′′)| ≤ |f(x′) − y0| + |f(x′′) − y0| < ε/2 + ε/2 = ε;
�	 ���� ���	��� &	F� ��
	����	�
D	��H�8 ��
���; -�	 �� ���	��� &	F� ������� �������	�����


������� D����

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ ∈ dom f∩ •
O

δ

x0
(|f(x′) − f(x′′)| < ε).

����8	���8 
	����	�������	��� {xn} ⊂ dom f ����!; -�	 xn �= x0

∀n ∈ N � lim
n→∞ xn = x0; � �	��H�8; -�	 
	����	�������	��� {f(xn)}

�E	������
" ���� �������� &	F� ��� 
	����	�������	���� �� �	�	; -�	

lim
n→∞ xn = x0; ������� (∀δ > 0 ∃N ∈ N ∀n, m > N (xn, xm ∈ •

O
δ

x0
))�

 ���	 
���; � ���� ���	��� &	F� ��� 
�	���	���	�	 ε > 0 8� ��=
F�� N ∈ N ���	�; -�	 
�� �!
�E n, m > N |f(xn) − f(xm)| < ε�
L�	 ���-��; � ���� �������� &	F� ��� 
	����	�������	����; -�	
���������� 
����� lim

n→∞ f(xn) = y0�

D	��H�8; -�	 ��� 
	����	�������	���; ��
������ ��������8 �
	=
�	
	8; �E	����� � 	��	8� � �	8� H� 
������� ����8	���8 ��� N�	�	

	����	�������	��� {f(x′

n)}; ��� {x′
n} ⊂ dom f \ {x0}; lim

n→∞xn = x0�

$	��� � ���� ���	��� &	F� �8��8; -�	 
�� n > N |f(xn)− f(x′
n)| <

1/N O���� 
���� ε = 1/NP� M����� f(xn) − 1/N < f(x′
n) < f(xn) +

1/N � D���E	�� � 
������ 
�� N → ∞ 
	��-�8 ���
��8	�� �
&������� &	F� � �	8 ����; � �	�	�	8 8� ��	 �	������; 	-���

����	
�	 
��8����� �� 
�������� ��	
� ��	�8����	���� ��	 � 
	=
��� ��	
�	8 ���� ����8



"�& :��������(� � ������ 	 ;�#	#������ � '����		 ��

MD�#6#)#(%# 3�5� #�	����
�� �����

 f : X → R �� 8�	H�=
���� X ⊂ R ���������� ����-��� ω(f,X ) = sup

x′,x′′∈X
|f(x′) − f(x′′)|�

D�%�#�c
.� ω(XYZx, [−1, 2]) = 2<
4� ω(|XYZx|, [−1, 2]) = 1<

3� ω(|XYZx|, •
O

δ

0) = 0�
%�
	����� 
	����� �	��
���� ������� ����8 ���! ��
��� ���=

����� &	F�9

(∃ lim
x→x0

f(x)) ⇔ (∀ε > 0 ∃δ > 0 (ω(f,
•
O

δ

x0
) < ε)).

6�, #�:�'����$��� (������ � F	����������� ?
�	<��

D��H�� -�8 
�����
��� � �	������������ ������� ����
���	����
�� �����	�

lim
x→0

sin x

x
= 1,

��
	8��8 	��	 �� ��	���� ����	�	8����-����E �������; 
	�	H��=
��E ��8� �	 "������� � 	��	�� �E 	
���������� %8���	;

∀x ∈ (0, π/2) 0 < sin x < x <
sinx

cos x
. (4.1)

D	�������	8 N�	�	 ��	����� �	��H�8 �����!��� �����H�����9
)#��� 5�.� %	� 	"���� x0 ∈ R ( lim

x→x0

sin x = sinx0 ∧ lim
x→x0

cos x =

cos x0)�
� 6	��H�8 ���-��� ��������	 lim

x→x0

sin x = sinx0� D��H�� ��8�=

��8; -�	 | sin x| ≤ |x| ∀x ∈ R� 6�����������	; � ���� O5�.P 
��
x ∈ (0, π/2) �8��8 0 < sin x < x; � 
�� x ∈ (−π/2, 0) �8��8 �����
��-���	��� ������� sinx 0 < sin(−x) < −x� M��!�� | sin x| ≤ |x|;
���� |x| ≤ π/2� #��� H� |x| ≥ π/2; �	 ����������	 |x| ≥ | sin x|
�
��������	 � ���� �	�	; -�	 | sin x| ≤ 1 < π/2 ≤ |x|�
$�
���; ���� x0 = 0; �	 lim

x→0
sin x = 0; 
	��	���� ��� �!
	� 
	���=

�	�������	��� {xn} ⊂ R \ {0}; lim
n→∞xn = 0 �8��8 |xn| ≥ | sin xn| ≥ 0�

" ���� ��	��8� 	 
������ 
	����	�������	��� � �����������E 
	��=
-��8 lim

n→∞ | sin xn| = lim
n→∞ sin xn = 0�



"�& :��������(� � ������ 	 ;�#	#������ � '����		 ��

"	��8�8 ��
��� 
�	���	���	� -���	 x0 ∈ R� $	��� ��� �!
	�

	����	�������	��� {xn} ⊂ R \ {x0}; lim

n→∞ xn = x0; 
	��-�8

| sin xn − sinx0| = 2

∣∣∣∣cos
xn + x0

2
sin

xn − x0

2

∣∣∣∣ ≤ |xn − x0|.
"	�
	���	���F��� 
��������8� �����H�����8� 
	��-�8 ���
��=
8	�
6	��H�8; -�	 lim

x→x0

cosx = cosx0� 6�� N�	�	 ��8���8; -�	 � ����

��	��8� 	 
������ �	8
	����� ���E �������

lim
x→x0

cosx = lim
x→x0

sin(π/2 − x) =

= (π/2 − x = y, x → x0 ⇒ y → π/2 − x0) =

= lim
y→π/2−x0

sin y = sin(π/2 − x0) = cos x0. �

D������8 ��
��� � �	������������ 
���	�	 ��8�-������	�	 
��=
�����

� " ���� O5�.P �8��8 ∀x ∈ (0, π/2) 0 < sinx < x < sinx
cosx, 	���=

�� 1 < x
sin x

< 1
cosx

� 6����8� ��	��8�; cos x < sin x
x

< 1� M�8���8;
-�	 
	������� ����������	 �
��������	 � 
�� ∀x ∈ (−π/2, 0) � ��=
�� -���	��� ������� cos x � ��-���	��� ������� sinx� D���E	�� �

������ 
�� x → 0 � ���� ��88� � ��	��8� 	 
������ ������� �
�����������E 
	��-��8 ���
��8	�� �
$�
��� �	��H�8 ������ ����
���	���� �����	

lim
x→0

(1 + x)1/x = e.

� (�
	8��8; -�	 e = lim(1 +1/n)n� " ���� ��������� �� ��	��8�
	 ���E��8 � ��H��8 
������E �8��8

∀{nk} ⊂ {n} ( lim
k→∞

(1 + 1/nk)
nk = e).

��������8 ���	�	��! 
�	���	����! 
	����	�������	��� {xk} ��=
��!; -�	 (xk > 0) ∧ ( lim

k→∞
xk = 0). ����8	���8 
	����	�������	���

{nk = [1/xk]}� M-�����	; -�	 N�� 
	����	�������	��� �������� 
	�=

	����	�������	���! 
	����	�������	��� {n}; 
��-�8 nk+1 > 1/xk ≥
nk; 	����� �8��8 1

nk
≥ xk > 1

nk+1� D	N�	8�(
1 +

1

nk + 1

)nk

≤ (1 + xk)
1/xk <

(
1 +

1

nk

)nk+1

. (4.2)



"�& :��������(� � ������ 	 ;�#	#������ � '����		 ��

&�	8� �	�	;

lim
k→∞

(
1 +

1

nk + 1

)nk

= lim
k→∞

(
1 +

1

nk + 1

)nk+1(
1 +

1

nk + 1

)−1

= e.

lim
k→∞

(
1 +

1

nk

)nk+1

= lim
k→∞

(
1 +

1

nk

)nk
(

1 +
1

nk

)
= e.

" ���� O5�4P � ��	��8� 	 
�������	8 
���E	�� � �����������E 
	��=
-��8

lim
k→∞

(1 + xk)
1/xk = e.

$�
��� 
���� (xk < 0) ∧ ( lim
k→∞

xk = 0)� D	�	H�8 yk = −xk� $	���

lim
k→∞

yk = 0; �	 yk > 0� 6����;

lim
k→∞

(1 + xk)
1/xk = lim

k→∞
(1 − yk)

−1/yk = lim
k→∞

(
1 +

yk

1 − yk

)1/yk

=

(
yk

1 − yk
= zk > 0, yk → 0 ⇒ zk → 0

)
= lim

k→∞
(1 + zk)

1/zk+1.

D	N�	8�

lim
k→∞

(1 + xk)
1/xk = lim

k→∞
(1 + zk)

1/zk(1 + zk) = e

� ���� �H� �	������	�	� �
������� � 	
��������! 
������ ����=
��� 
	 ����� �����F��� �	�����������	� �
M� 	
	�E ��8�-�������E 
�����	� ��8�E 
	 ��
� 8��	 
�	��� %E

�	�8	H�	��� ��� ��-������� �����E 
�����	� ���-������	 ���F�=
���� �����!���
MD�#6#)#(%# 5�.� 6�� ������� y = f(x) � y = g(x) ����=

��!��� '��
��	������
 ��
 x → x0 Of ∼ g 
�� x → x0P; ����

∀x ∈ •
Ox0

f(x) = α(x)g(x); 
��-�8 lim
x→x0

α(x) = 1�

D	��H�8; -�	 8� ������������	 	
�������� N����������	���; �	
����
OUP f ∼ f 
�� x → x0<
OUUP ���� f ∼ g 
�� x → x0; �	 g ∼ f 
�� x → x0<
OUUUP ���� (f ∼ g) ∧ (g ∼ h) 
�� x → x0; �	 f ∼ h 
�� x → x0�
� OUP M-�����	; 
	��	���� f(x) = α(x)f(x); ��� α(x) = 1�



"�& :��������(� � ������ 	 ;�#	#������ � '����		 ��

OUUP D���� f ∼ g 
�� x → x0; �	 ���� f(x) = α(x)g(x); ���

lim
x→x0

α(x) = 1� L�	 ���-��; -�	 ���������� 	������	���
•
Ox0

; ���

α(x) �= 0� " N�	� 	������	��� �8��8 g(x) = β(x)f(x); ��� β(x) =
1/α(x); 
��-�8 lim

x→x0

β(x) = lim
x→x0

1/α(x) = 1; �	 ���� g ∼ f 
��
x → x0�
OUUUP D���� (f ∼ g)∧ (g ∼ h) 
�� x → x0; �	 ���� f(x) = α(x)g(x);

g(x) = β(x)h(x); 
��-�8 lim
x→x0

α(x) = lim
x→x0

β(x) = 1� D	N�	8� f(x) =

γ(x)h(x); ��� γ(x) = α(x)β(x); lim
x→x0

γ(x) = 1; �	 ���� f ∼ h 
��
x → x0� �
$#M�#�� 5�.� x ∼ sin x ∼ arcsinx ∼ WYx ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1 ∼

α−1((1 + x)α − 1) ��
 x → 0; α ∈ R \ {0}�
� $	; -�	 x ∼ sinx 
�� x → x0; ������� ��
	����������	 �� 
��=

�	�	 ��8�-������	�	 
������� 6	��H�8 	������	��

x ∼ arcsinx 
�� x → 0 :

lim
x→0

arcsinx

x
= (arcsinx = y, x = sin y, (x → 0) ⇒ (y → 0)) =

= lim
y→0

y

sin y
= 1.

x ∼ WYx 
�� x → 0 :

lim
x→0

WYx
x

= lim
x→0

sin x

x
· 1

cosx
= 1.

x ∼ TZ(1 + x) 
�� x → 0 :

lim
x→0

TZ(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)1/x = ln

(
lim
x→0

(1 + x)1/x
)

= ln e = 1.

O*���� �	 ��	�	8 ��������� 8� �	�
	���	������ ��	����	8 ��
��=
����	��� �	�����8�-���	� �������

lim
x→x0

ln x = ln lim
x→x0

= ln x0, x0 > 0).

x ∼ ex − 1 
�� x → 0 :

lim
x→0

ex − 1

x
= (ex = 1 + y, x = ln(1 + y), (x → 0) ⇒ (y → 0)) =



"�1 �	�#�� <����� o 	 O �	

= lim
y→0

y

ln(1 + y)
= 1

� ���� �	������	�	 ��F��

(1 + x)α ∼ 1 + αx 
�� x → 0 :

lim
x→0

(1 + x)α − 1

αx
= lim

x→0

eα ln(1+x) − 1

α ln(1 + x)
· ln(1 + x)

x
= 1

� ���� �	������	�	 ��F�� �
D	����� N����������	��� ������� ����8� 
	����	 
�� ��-����=

��� 
�����	��
$#M�#�� 5�4�/�	
 f ∼ f1 
 g ∼ g1 ��
 x → x0� ��

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f1(x)

g1(x)
(4.3)

��
 ��	��

 ��(��������
� ���� �� ������ 
� '�
� �����	��$
� D	��	���� (f ∼ f1) ∧ (g ∼ g1) 
�� x → x0; �	 � ���� 	
����=

����� f(x) = α(x)f1(x) � g(x) = β(x)g1(x) � ���	�	�	� 
�	�	�	�	�
	������	��� �	-�� x0; 
��-�8 lim

x→x0

α(x) = lim
x→x0

β(x) = 1� 6	
����8;

-�	 ���������� 
����� 
����� � O5�3P� $	��� ��8���8; -�	 ����=

������ ���	�	��� 
�	�	�	��� 	������	���
•
Ox0

; � �	�	�	� g1(x) �= 0

� β(x) �= 0� " N�	� 	������	��� 	
�������� �������

f(x)

g(x)
=

α(x)

β(x)
· f1(x)

g1(x)
, 
��-�8 lim

x→x0

α(x)

β(x)
= 1.

M��!�� � ���� ��	��8� 	 
������ ������� � ����8���-����E 	
�=
�����E ������� ���
��8	�� �

6�0 ��:���� "����
 o � O

D	����� N�����������E ������� -�����-���	 
	����	 
�� ��=
-������� 
�����	�; 	����	 �� 	E�������� ����	 8�	�		
����� �	�=
8	H��E ��������� ��	
� ���F����� ��F� �	�8	H�	���; �����8
MD�#6#)#(%# 7�.� D���� x0 ∈ R ��� x0 = ±∞; x0 = ∞� $	���

OUP( lim
x→x0

f(x) = ∞) :=




∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f

(x ∈ •
O

δ

x0
⇒ f(x) ∈ •

O
ε

∞);

∀{xn} ⊂ dom f \ {x0}
( lim
n→∞ xn = x0 ⇒ lim

n→∞ f(xn) = ∞);



"�1 �	�#�� <����� o 	 O ��

OUUP( lim
x→x0

f(x) = ±∞) :=




∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f

(x ∈ •
O

δ

x0
⇒ f(x) ∈ •

O
ε

±∞);
∀{xn} ⊂ dom f \ {x0}
( lim
n→∞xn = x0 ⇒ lim

n→∞ f(xn) = ±∞).

,D��d(#(%# 7�.� 6	������ N����������	��� 	
��������� 
��=
�	��-�	�	 
������ 
	 &	F� � 
	 ������
D������8 � 	
��������! ��8�	�	� )����� ��
MD�#6#)#(%# 7�4� ������� y = f(x) ���������� �������
��

��	�� ��
 x → x0; ���� lim
x→x0

f(x) = 0� ������� y = f(x) ��������=

�� �������
�� ��	�� �� �������
" � �����
�� y = g(x) ��
 x → x0;
���� f(x) = α(x)g(x); ��� α(x) R 
���	��-�	 8���� 
�� x → x0� M
	=
���-����� N�	 �����!��8 	
���	89 f ∼ o(g) O-������� G	 8��	�GP

�� x → x0� #��� f ∼ o(g) � g(x) R 
���	��-�	 8���� 
�� x → x0;
�	 f 
���8 �������� �������
�� ��	�� ��	�� �������� ������� ��
�������
" � g ��
 x → x0�
D�%�#� 7�.� x2 ∼ o(x) 
�� x → 0; ��� ��� x2 = x · x�
D�%�#� 7�4� x ∼ o(x2) 
�� x → ∞; ��� ��� x = 1/x · x2 
��

�	����	-�	 
	��F�E 
	 8	���! x�
MD�#6#)#(%# 7�3� 0���8 �	�	����; -�	 ������� y = f(x)

�����

��� �� �������
" � �����
�� y = g(x) ��
 x → x0 O	
	���=

-����� f = O(g); -������� G	 
	��F	� 	� gGP; ���� ∃ •
Ox0

∃c > 0

∀x ∈ •
Ox0

(|f(x)| ≤ c|g(x)|)�
D�%�#� 7�3� 1/x = O(1/x2) 
�� x → 0; ��� ��� |1/x| ≤ 1/x2


�� |x| ≤ 1�
D�%�#� 7�5� 1/x2 = O(1/x) 
�� x → ∞; ��� ��� 1/x2 ≤ |1/x|


�� |x| ≥ 1�
,����	��8 ��	����� o � O �
$#M�#�� 7�.������ c ∈ R \ {0}� ����� ��
 x → x0

OUP o1(cf) = co2(f) = o(f)� O1(cf) = cO2(f) = O(f)>
OUUP o1(f) + o2(f) = o(f), O1(f) + O2(f) = O(f)� o(f) + O1(f) =

O(f)>
OUUUP o1(o2(f)) = o(f)� o1(O(f)) = o(f), O(o1(f)) = o(f)� O1(O2(f)) =

O(f);

�7!���! )���# )����� ���!�� ��������1�� � ����/��	 ���������� �!�� � ����/�� ������
�����#� ��������
����#� ����� �'



"�2 -����������	� ������ �


OUiP ��	
 g(x) �= 0 ∀x ∈ •
Ox0

� ��

o1(f)

g
= o

(
f

g

)
,

O1(f)

g
= O

(
f

g

)
.

� OUP o1(cf) = α(x)(c ·f(x)) = cα(x) ·f(x) = (c ·α(x)) ·f(x) = o(f);
��� α(x); c · α(x) R 
���	��-�	 8���� 
�� x → x0�
"�� ���	�������� �����H����� ��	��8� 7�. 
�������!��� � ��=

-����� ,D��d(#(%j� �
$#M�#�� 7�4 O�������� N����������	��� �������P� f ∼ g ��


x → x0) ⇔ (f(x) = g(x) + o(g) ��
 x → x0P�
� D���� f(x) = α(x)g(x) 
�� x → x0; ��� lim

x→x0

α(x) = 1� $	���

f(x) − g(x) = g(x)(α(x)− 1) = β(x)g(x), ��� lim
x→x0

β(x) = 0�

$�
��� �	��H�8 �����H����� � 	
�����! ��	�	��� D���� f(x) =
g(x)+α(x)g(x); ��� lim

x→x0

α(x) = 0�  ���	 
���; f(x) = (1+α(x))g(x) =

β(x)g(x); ��� lim
x→x0

β(x) = 1� �

" ���� �	������	� ��	��8� � ��	��8� 5�. 8	H�	 ��
����� ���=
��!��! ��
����9

sin x = x + o(x),

WYx = x + o(x),
arcsinx = x + o(x),


 x → 0




ex − 1 = x + o(x),

ln(1 + x) = x + o(x),
(1 + x)α = 1 + αx + o(x).

6�8 1������������ (������

MD�#6#)#(%# 1�.� %������� ���� (x0, x0 + δ) O(x0 − δ, x0)P
���������� ������ O	���� P �����	���� δ������������" �	-�� x0

Ox0 ∈ RP � 	
	���-����� r
•
O

δ

x0
Ol

•
O

δ

x0
P� 6����8� ��	��8�

r
•
O

δ

x0
= {x ∈ R : x0 < x < x0+δ}, l

•
O

δ

x0
= {x ∈ R : x0−δ < x < x0}.

MD�#6#)#(%# 1�4� D���� x0 ∈ R� ������ �����	�� �������



"�2 -����������	� ������ ��

y = f(x) 
�� x → x0 ����������

( lim
x→x0+

f(x) = f(x0 + 0)) :=




∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f

(x ∈ r
•
O

δ

x0
⇒ f(x) ∈ •

O
ε

f(x0+0));

∀{xn} ⊂ dom f
((xn > x0 ∧ lim

n→∞ xn = x0)

⇒ ( lim
n→∞ f(xn) = f(x0 + 0))).

2���� �����	�� ������� y = f(x) 
�� x → x0 ���	��8

( lim
x→x0−

f(x) = f(x0 − 0)) :=




∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ dom f

(x ∈ l
•
O

δ

x0
⇒ f(x) ∈ •

O
ε

f(x0−0));

∀{xn} ⊂ dom f
((xn < x0 ∧ lim

n→∞ xn = x0)

⇒ ( lim
n→∞ f(xn) = f(x0 − 0))).

" ����	8 	
��������� ����-��� f(x0 +0) � f(x0−0) 8	��� 
���
��
	 �������������8� -����8�; ��
	 ��8�	��8� ∞ � ±∞�
,D��d(#(%# 1�.� 6	������ N����������	��� 	
��������� 
	

����� � 
	 &	F� 	��	��	�	���E 
�����	��
,D��d(#(%# 1�4�  �	�8����	���� � �	������ ��	��8� 	 ���=

�� 
	����� 	��	��	�	����	 
������ � ����8���-����8� 	
������8�
� � �����������8��
,D��d(#(%# 1�3�  �	�8����	���� � �	������ �������� &	=

F� �������	����� 	��	��	�	����	 
������ ������� � �	-�� � ��

���	��-�	����
D�%�#� 1�.� �� �H� 
	��������; -�	 ������� y = XYZx � �	-=

�� ���� �� �8��� 
������� M����	 ����� � 
����� 
������ � N�	�
������� � �	-�� ���� ��������!�� 6�����������	; 
	 	
��������!
����� �	��8�8 
	����	�������	��� ����!; -�	 xn → 0 
�� n → ∞;
�	���

lim
x→0+

XYZx = lim
n→∞ XYZxn = 1, ��� ��� xn > 0,

lim
x→0−

XYZx = lim
n→∞ XYZxn = −1, ��� ��� xn < 0.

D�%�#� 1�4� ������� 6���E��

D(x) =

{
1 
�� x ∈ Q,
0 
�� x ∈ R \ Q



"�2 -����������	� ������ ��

�� �8��� �� ���	�	; �� 
���	�	 
�����	� �� � 	��	� �	-��� 6������=
�����	;

lim
n→∞D(xn) = 1, ���� (xn > x0) ∧ (xn ∈ Q) ∧ ( lim

n→∞ xn = x0),

lim
n→∞D(x′

n) = 0, ���� (x′
n > x0) ∧ (xn ∈ R \ Q) ∧ ( lim

n→∞xn = x0).

D	N�	8� lim
x→x0+

D(x) �� ����������� ����	��-�	 
	����������; -�	

�� ���������� lim
x→x0−

D(x)�

*��#��(%#� #��� x0 = ∞; �	 �������	 ��8�����; -�	

lim
x→x0−

f(x) = lim
x→+∞ f(x), � lim

x→x0+
f(x) = lim

x→−∞ f(x).

$#M�#�� 1�. O�������� �������	����� 
������ �������P� �����
x0 ∈ R 
	
 x0 = ∞� � y0 ∈ R 
	
 y0 = ∞,±∞$ *����

( lim
x→x0

f(x) = y0) ⇔ ( lim
x→x0−

f(x) = y0) ∧ ( lim
x→x0+

f(x) = y0).

� "	�
	�����8�� 	
���������8� ������ D���� {xn} ⊂ dom f \
{x0}� ���	
��8 �� �� ��� 
	�
	����	�������	��� {xn} = {x′

n}∪{x′′
n};

��� x′
n > x0; � x′′

n < x0� M-�����	;

( lim
n→∞xn = x0) ⇔ ( lim

n→∞x′
n = x0) ∧ ( lim

n→∞ x′′
n = x0).

M��!�� ������� �����H����� ��	��8�� �
6	�������� ��	��8� � 
���������� ��F� 
��8��� �� 
	��	��!�

��������� �� �������	����� ���	�	 � 
���	�	 
�����	� � 
�	���	��=
�	 ����	� �������� M����	 ���������� �	�	���	 	
F����� �����
�������; ��� �	�	��E �	
�	� 	 �������	����� 	��	��	�	���E 
��=
���	� ��F����� 
	�	H������	�
(�
	8��8; -�	 ������� y = f(x) ���������� ��������� �������

��"(�� O��������� �����"(��P �� ���	�	�	8 8�	H����� X ⊂ R;
���� ∀x′, x′′ ∈ X ; x′ < x′′ �8��� 8���	 f(x′) ≤ f(x′′) Of(x′) ≥ f(x′′)P�
��	H����	 ����������� �����
� �	��	�� �� 8	�	�	��	 �	������=
!��E � 8	�	�	��	 �
���!��E ��������
$#M�#�� 1�4������ �����
� y = f(x) ��������� ����������

�� 
������	� (a, b)$ *���� lim
x→x0−

f(x) 
 lim
x→x0+

f(x) ��(�����"� �

������ ��
�� x0 ∈ (a, b)$ B 
������ ∀x0 ∈ (a, b)

sup
a<x<x0

f(x) = lim
x→x0−

f(x) ≤ f(x0) ≤ lim
x→x0+

f(x) = inf
x0<x<b

f(x).



"�4 <����(� � �#����#� ������ #� ) '����	� ��

#���� ����� ��	
 a < x′
0 < x′′

0 < b� ��

f(x′
0 + 0) = lim

x→x′
0+

f(x) ≤ lim
x→x′′

0−
f(x) = f(x′′

0 − 0).

� D	 
���
	�	H���! 8�	H����	 -���� {f(x) : a < x < x0} 	���=
��-��	 ����E� -���	8 f(x0) � 
	N�	8� �8��� �	-��! ���E�!! �����
s(x0)� M-�����	; -�	 s(x0) ≤ f(x0)� D	��H�8; -�	 s(x0) = f(x0 − 0)�
D	 ������	8� ε > 0 
	�
���8 δ > 0 ���	�; -�	 
�� a < x0 − δ
�8��� 8���	 s(x0) − ε < f(x0 − δ) ≤ s(x0)� D	��	���� f 8	�	�	��	
�	��������; �	

f(x0 − δ) ≤ f(x) ≤ s(x0) 
�� x0 − δ < x < x0.

6����8� ��	��8�; |f(x)−s(x0)| < ε 
�� x ∈ l
•
O

δ

x0
, �	 ���� lim

x→x0−
f(x) =

s(x0)�
"�	��� -���� ����������� �	���������� ����	��-�	�
6����; �� �	������	�	 �����������

sup
a<x<x0

f(x) = f(x0 − 0) ≤ f(x0 + 0) = inf
x0<x<b

f(x)

�8��8 
�� a < x′
0 < x′′

0 < b

f(x′
0 + 0) = inf

x′
0<x<b

f(x) = inf
x′

0<x<x′′
0

f(x).

 ����	� ��	�	��

f(x′′
0 − 0) = sup

a<x<x′′
0

f(x) = sup
x′

0<x<x′′
0

f(x).

%� ��������� ���E 
	������E �������� 
	��-��8 ���
��8	�� �
,D��d(#(%# 1�5�  �	�8����	���� � �	������ ����	� ��	��=

8� 1�4 ��� 8	�	�	��	 �
���!��E ��������

6�E "�	��$��� ���
���� ��(�������@ ?
�	<�
� ������B
?�	�<�� ��;�����

D���� x0 ∈ dom f � (�
	8��8; -�	 ������� y = f(x) ����������
����������� � ��
�� x0; ���� lim

x→x0

f(x) = f(x0)� O6����8� ��	��8�;

���� lim
x→x0

f(x) = f( lim
x→x0

x) 
�� x0 ∈ dom f P�



"�4 <����(� � �#����#� ������ #� ) '����	� ��

" ���� ��	��8� 1�4 �8��� 8���	 N����������	�
MD�#6#)#(%# 2�.� D���� x0 ∈ dom f � ������� y = f(x) ��=

�������� ����������� � ��
�� x0; ���� lim
x→x0−

f(x) = lim
x→x0+

f(x) =

f(x0)�
MD�#6#)#(%# 2�4� #��� ������� �� �������� ��
������	� �

�	-�� x0 ∈ dom f ; �	 8� 
���8 �	�	����; -�	 ������� f �������� �
��
�� x0; ��� -�	 f 
���� ������ � ��
�� x0�
&�� 
	�����	 ��F�; ������� 6���E�� y = D(x) �������� � ��H=

�	� �	-�� 	
����� 	
���������� "����8 � ����8	������ ��� 	���
N��	��-�����
D�%�#� 2�.� ������� ��8��� y = R(x); ���

R(x) =

{ 1
n , x = m

n − ���	�����8�� ��	
�,
0, x ∈ R \ Q

��
������� �	���	 � ������	������E �	-��E� 6�����������	; ��=
�	�� 
� �� 
��� -���	 x0 ∈ R; 	�����-����� 	������	��� Ox0

�
-���	 N ∈ N; � 	������	��� Ox0

���� �	���	 �	��-�	� -���	 �	-��
���� m/n; ��� n < N � ,8���F�� 	������	��� Ox0

8	H�	; ����8
	
���	8; �-�����; -�	 ���8������� ���E ����	������E -����; 
	=

���!��E � ��� O��	8�; 8	H�� 
���; -���� x0; ���� x0 ∈ QP �H�


	��F� N � $���8 	
���	8; � �!
	� �	-�� x0 ∈
•
Ox0

|R(x)| < 1/N ; �	
���� lim

x→x0

R(x) = 0�

)M&�)b(c#  "M' $"� ��
�������E �������9
OUP ��
�������� � �	-�� x0 ∈ R ������� y = f(x) �	�����	

	�����-���<
OUUP ���� ������� y = f(x) � y = g(x) ��
������� � �	-�� x0; �	

�E ��88� (f + g)(x); 
�	��������� (f · g)(x) � -����	� (f/g)(x) O�
���-�� g(x0) �= 0P �	H� ��
�������� � �	-�� x0 �������<
OUUUP 
���� y = g(x) � z = f(y) R ��� �������; 
��-�8 im g ⊂

dom f ; g ��
������� � �	-�� x0; � f ��
������� � �	-�� y0 = g(x0)<
�	��� �E �	8
	����� ��
������� � �	-�� x0�
6	�����������	 ������� �� �		��������!��E ��	���� 
������ ����=

��� � �	-�� � 	
��������� ��
������	����
MD�#6#)#(%# 2�3� �������; ��
�������� � ��H�	� �	-�� ���	=

�	�	�	 
�	8�H����; ���������� ����������� �� N�	8 �����������
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�������; ��
�������� � ��H�	� �	-�� 	
����� 	
���������; ����=
������ ������������ ��	H����	 �������; ��
�������E �� 8�	H�=
���� X ⊂ R 	
	���-�8 ��8�	�	8 C(X )�
 �	�8������8 ��H���F�� ��������� ��$�(9
$#M�#�� 2�.� C	���������� �����

 ����������$
� (�
	8��8; -�	 N��8�������8� ������!��� �������; 
	��-��=

��� �� ���
����E; 
	����������E; �	�����8�-����E; ����	�	8��=
��-����E � 	
�����E ����	�	8����-����E ������� 
	�������	8 �	=
��-�	�	 -���� ����8���-����E 	
������ � �	8
	������ "	 "����=
��� 8� ��� 	
�������� ������� y = ex � y = lnx; -�	 	�� 	��������
��
�������8�� (�
������	��� ������� sin x � cos x 8� �	������
��F�� (�
������	��� 	
�����E ����	�	8����-����E ������� 8�
�����	��8 ������ "�� H� 	�������� N��8�������� ������� 
	��-�=
�� �� 
���-�������E �	���	 -�	 ������� �
	8�����8� 	
������=
8�� " ���� �	������E ��	���� ��
�������E ������� �
��������	
�����H����� ��	��8� 2�.� �
ME���������	��� ��
�������� ������� 
������8 � ����8	���=

��! �	�8	H��E ������	��
MD�#6#)#(%# 2�5� $	-�� x0 ∈ dom f ���������� �	-�	� ������

�
���� �������; ���� ����������!� ����� � 
����� 
������ f(x0−
0) = f(x0 + 0); �	 	�� �� ����� ���-���! ������� f(x0)� $	-��
x0 ∈ dom f ���������� �	-�	� �������� �������; ���� ����� � 
��=
��� 
������ ��������!�; �	 f(x0 − 0) �= f(x0 + 0)� ,������8�� �

�	���� ������� ������!��� ��������
 ������� ����; ��� 	�����=
��� ������� R ��������
 ������� �����
������� y = |XYZx| �8��� � �	-�� ���� �������8�� �������

,������8�� ������� �8��� ������� ��8��� � ��H�	� ����	����=
�	� �	-��� D�	��	� ������ � �	-�� ���� �8��� ������� y = XYZx�
������� 6���E�� � ��H�	� �	-�� �8��� ������� ��	�	�	 �	���

6�9 ������$��� ���
���� ��(�������@ ?
�	<�


$#M�#�� >�.� O0	�����	=&	F� 	 
�	8�H��	-�	8 ���-����P�

(f ∈ C[a, b] ∧ f(a) · f(b) < 0) ⇒ (∃c ∈ (a, b) f(c) = 0).

� 6���8 	����	� [a, b] 
	
	��8� #��� � �	-�� ������� �������
�� ����� ���!; �	 �� �	���E 	��	�	 �� ���E 
	��-����E � ������=
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���� ������� 	�����	� ������� ��	�� 
����8��� ���-���� �����E
����	�� D�	�	�H�� 
�	���� ������� � ��
	�� 	�����	�; 8� ��
	 ��
���	8=�	 F��� 
	
���8 � �	-�� c ∈ (a, b); ��� f(c) = 0; ��
	 
	��=
-�8 
	����	�������	��� {In} ��	H����E 	�����	�; ����� �	�	��E
����8���� � ���!� D	 
�����
� &	F� = &���	�� ∃!c ∈ R (c ∈ In

∀n ∈ N)� ����8	���8 
	����	�������	��� {x′
n} � {x′′

n} �	��	� 	�=
����	� In� M-�����	; -�	 lim

n→∞x′
n = lim

n→∞ x′′
n = c; 
��-�8 f(x′

n) < 0; �

f(x′′
n) > 0� M��!�� � ���� ��	���� 
������ �8��8 lim

n→∞ f(x′
n) ≤ 0 �

lim
n→∞ f(x′′

n) ≥ 0� D	��	���� f R ��
�������� �������; �	 f(c) = 0� �

 )#6 $"%# >�.� /�	
 �����
� y = g(x) ���������� �� ����
������� I� ��

�� ��
 a, b ∈ I g(a) = A �= B = g(b)� �� �	�
	"���� C� 	���(��� ����� A 
 B� �������� ��
�� c ∈ R� 	����
(�� ����� a 
 b� � ������� g(c) = C�

� ����8	���8 ������! f(x) = g(x) − C� (� 	������ [a, b] f(a) ·
f(b) = (A−C) · (B−C) < 0 
	 
	���	���!� &�	8� �	�	; f ∈ C[a, b]�
*��-��; ∃c ∈ (a, b) (0 = f(c) = g(c) − C)� �
$#M�#�� >�4 O"����F������ 	 8����8����	8 ���-����P� D����

�
�� ����������� �� �������� �����

��� �� ���$ ��
 '��� �� ���
����� ���� ��
��� ��� �����
� ��
�
���� ����
��	���� ���
��
��

 ���� ��
��� ��� ��� ��
�
���� �
�
��	���� ���
��
�$

� D���� f ∈ C[a, b]� $	��� ∀x ∈ (a, b) ∃Ox �����; -�	 �� Ox ∩ [a, b]

������� f 	�����-����  	�	��
�	��� ����E 	������	���� Ox 	
��=
���� 
	������ 	������ [a, b] ���������8�; �� �	�	�	�	 
	 
�����
�
0	���� = )�
��� 8	H�	 ��
���� �	��-�	� 
	�
	������ {Ox1, . . . , Oxn};
�	��	���� �� ��������	�; �� ��H�	8 �� �	�	��E mk ≤ f(x) ≤ Mk;
k = 1, . . . , n� *��-��; ∀x ∈ [a, b]

min{m1, . . . , mn} ≤ f(x) ≤ max{M1, . . . , Mn},
�	 ���� ������� f 	�����-��� �� [a, b]� D���� ��
��� s = sup

x∈[a,b]
f(x)�

D���
	�	H�8; -�	 f(x) < s ∀x ∈ [a, b]� $	��� ��
�������� �� [a, b]
������� s − f(x) �= 0 ∀x ∈ [a, b]; E	�� 8	H�� 
����8��� ���-����;
��	�� ��	��	 
������ � ���!� $	��� ������� 1/(s − f(x)) ��
��=
����� �� [a, b]; �	 ��	�����-���� D�	���	��-���
%���; ∃xs ∈ [a, b] (f(xs) = s)�
����	��-�	; 
	�	H�� i = infx∈[a,b] f(x) � ����8	���� ������!
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f(x) − i; 
	��H�8; -�	 ���������� �	-�� xi ∈ [a, b] (f(xi) = i)� �
MD�#6#)#(%# >�.� ������� y = f(x) ���������� ����������

�� ��������� X ⊂ R; ����

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x′, x′′ ∈ X (|x′ − x′′| < δ ⇒ |f(x′) − f(x′′)| < ε).

M
����8 
	����� ����	8���	� ��
������	����
OUP #��� ������� ����	8���	 ��
������� �� 8�	H�����; �	 	��

��
������� �� N�	8 H� 8�	H������ 6�����������	; �	����	-�	 �
	
��������� ��������	���� 	��� �	-��; ���H�8 x′ = x0; � �����!

	�	H��� x′′ = x; � 
	��-�8 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ X (|x − x0| < δ ⇒
|f(x) − f(x0)| < ε) := ( lim

x→x0

f(x) = f(x0)) R 	
��������� 
������ 
	

&	F��
OUUP %� ��
������	���; �		
�� �	�	��; �� ������� ����	8�����

��
������	����
D�%�#� >�.� ������� y = sin(1/x) ��
������� �� (0, 1) ���

�	8
	����� N��8�������E �������� M����	 � �!
	� 	������	���
�	-�� x = 0; ��H���� � ��������� (0, 1); ��������!� �	-��; � �	�	=
��E ������� 
����8��� ��� ���-���� −1; ��� � ���-���� 1� O%8��=
�	; x = 2

π(1+2k) ; k ∈ ZP� D	N�	8� 
�� �!
	8 ε < 2 ��� ��� �H� ��
��
	����	 ���	��� ����	8���	� ��
������	����
D	����	 �������� 	
��������� ��
������	��� � ����	8���	� ��=


������	��� �������; -�	
� 
	����; 	����� 
�	�������� ���	� ���=
��-��� " ���� 	
��������� 
������ ������� 
	 &	F� �8��89 y =
f(x) ��
������� �� X ⊂ R ⇔ ∀x0 ∈ X ( lim

x→x0

f(x) = f(x0)) ⇔
∀x0 ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ X (0 < |x−x0| < δ ⇒ |f(x)−f(x0)| < ε)�
*���� -���	 δ > 0 ��
������� � ������8	��� 	� �	-�� x0 ∈ X �

	� ε > 0; � 
	N�	8� 
�� ������	8 ε > 0 8	H�� 8������� 	� �	-��
� �	-��� " ���-�� H� ����	8���	� ��
������	��� �������������
�	�8	H�	��� ��
	�� δ > 0 �	���	 
	 -���� ε > 0 ���; -�	 ����� ���
���E x0 ∈ X �� |x−x0| < δ 
�� x ∈ X 
���� ����	���� |f(x)−f(x0)| <
ε�
#��� ������� y = f(x) ��	�����-��� � �!
	�; ��
��8��; 
���	�

	������	��� �	-�� x ∈ R; �	 	�� �� �������� ����	8���	 ��
�����=
�	� � N�	� 	������	���; ��H� ���� ��
������� � ���� 6�����������	;

�� �!
	8 δ > 0 � δ=	������	��� (x, x + δ) �	-�� x �������� �	-��
x′, x′′ �����; -�	 |x′ − x′′| < δ; �	 |f(x′) − f(x′′)| > 1� $�� 	
��	��



"�6 .�	���	� ������ #����	 ���������� '����		 �	

���	 � �������8� y = 1/x � y = ln x; ����8�������8�8� � 
���	�
	������	��� �	-�� 0�
D�%�#� >�4� ������� y = sin x2; ��
�������� � 	�����-�����

�� R; �� �������� ����	8���	 ��
������	� �� R; 
	��	���� � �	-��E
x′

n =
√

π
2 (n + 1) � x′′

n =
√

π
2n �8��8 |f(x′

n) − f(x′′
n)| = 1; � �	 ���8�

��� lim
n→∞ |x′

n − x′′
n| = 0�

D	��� N�	�	 	
��H����� 
	����� ����	8���	� ��
������	��� �
�	
	��������� ����	8���	� ��
������	��� � ��
������	��� 8� 8	=
H�8 ��
��� 	������ �����!��! ��	��8��
$#M�#�� >�3 O&���	�� 	 ����	8���	� ��
������	���P� D����

�
�� ����������� �� �������� ���������� ���������� �� ���$
� D���� f ∈ C[a, b]�  ���	�������	; ∀x ∈ [a, b] ∀ε > 0 ∃δ >

0 (x′ ∈ O
δ(x)
x ⇒ f(x′) ∈ O

ε/2
f(x))� D	����	; -�	 δ ������� 	� x ∈

[a, b]� %�������� O
δ(x)/2
x � �	�	��
�	��� 	
����!� 
	������ 	������

[a, b]� D	 
�����
� 0	���� = )�
��� ��
���8 �	��-�	� 
	�
	������
{Oδ1/2

x1 , . . . , O
δn/2
xn } � �	��8�8 δ = 1

2 min{δ1, δ2, . . . , δn}� D	��H�8; -�	
∀x′, x′′ ∈ [a, b] ����E; -�	 |x′ − x′′| < δ ��
	����	 |f(x′)− f(x′′)| < ε�
6�����������	; �����8� {Oδ1/2

x1 , . . . , O
δn/2
xn } 
	������� 	����	� [a, b];


	N�	8� �������� xi ���	�; -�	 |xi − x′| < δ/2� M��!��

|x′′ − xi| ≤ |x′′ − x′| + |x′ − xi| < δ + δi/2 ≤ δi/2 + δi/2 = δi.

 ���	�������	; x′, x′′ ∈ Oδi
xi
�; ���-��;

|f(x′)− f(x′′)| ≤ |f(x′)− f(xi)|+ |f(xi)− f(x′′)| < ε/2 + ε/2 = ε. �

6�* �������
 ��(���������� :��������
 ?
�	<��� ���B
��:� �� �������
 ?
�	<��

 ��-��� �����8�� � ��	��8� 1�4 � 
	�8	���8 �� ��� � �	-�� ������
	��	��	�	���E 
�����	�� M-�����	
 )#6 $"%# /�. O�� ��	��8� 1�4P�+��������� �����
� �� 
���

�� �������� ������� ����$
 )#6 $"%# /�4 O�� ��	��8� 1�4P� +�������� ��
�� �������

���������� �����

 �� ��	��� 
�� �
����$
� D���� ��� 	
��������	��� y = f(x) R 8	�	�	��	 �	������!=

��� �������� D	��H�8; -�	 	�� �� �8��� �������8�E ������	��
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6�����������	; � ���� ��	��8� 1�4 � 	
��������� 	��	��	�	���E

�����	�; ���� f(x− 0) = f(x+ 0); �	 f(x) = f(x− 0) = f(x + 0)� "
���� �������	�	 � ��������� /�.; 8	�	�	���� ������� 8	H�� �8���
�	���	 
�	���� �������� $�
��� 
���� X R 8�	H����	 �	-�� dom f ;
� �	�	��E f(x) ��������� &�H�	� �	-�� x ∈ X �	
	�����8 ����	=
�����	� -���	 r(x) ���; -�	 f(x − 0) < r(x) < f(x + 0)� j��	; -�	
	�	
��H���� r : X → Q ��J������	; �	 ���� r(x′) �= r(x′′); ����
x′ < x′′; ��� ��� � ���� ��	��8� 1�4 f(x′ + 0) ≤ f(x′′ − 0)�
$���8 	
���	8; �����	����	 ����8�	 	��	���-�	� �		���������

8�H�� X � ���	�	��8 
	�8�	H����	8 8�	H����� Q; �	�	�	�; ���
8� ����8; �-���	� �
$#M�#�� /�.�D����
� y = f(x)� ���������� �� ������� [a, b]�

���������� �� ��� ��
�� ������ ����� f [[a, b]] ���� ������� � ����
���
 f(a) 
 f(b)�

� D���� 8	�	�	���� ������� f ∈ C[a, b]� "���� 8	�	�	��	���
��� �� ���-���� ��H�� 8�H�� f(a) � f(b)� "���� ��
������	��� �
��������� >�. 	�� 
����8��� ��� ���-���� 8�H�� f(a) � f(b)� $���8
	
���	8; f [[a, b]] R 	����	� � �	���8� f(a) � f(b)�
D���� f R 8	�	�	���� �� 	������ [a, b] �������; � 
���� c ∈ [a, b]

R �	-�� �������� $	��� 
	 ��	��8� 1�4 
	 ������� 8��� 	��� �� ��=
������	� (f(c − 0), f(c)) ��� (f(c), f(c + 0)) �� 
��� � �� �	���H��
���-���� ������� f � (	 � ���� 8	�	�	��	��� N�	� �������� �	���=
H���� � 	������ � �	���8� f(a) � f(b); 
	N�	8� ���� 8	�	�	���� ��
[a, b] ������� �8��� E	�� 
� 	��� �	-�� �������; �	 ���� 	����	� �
�	���8� f(a) � f(b) �� 8	H�� ��H��� � 	
����� ���-���� im f � �
)#��� /�.� )����� ���������� �� ��������� X ⊂ R �����

�
� y = f(x) ��	����� �� ��������� f [X ] �������� �����
��
x = f−1(y)� 
��"(�� ��� �� �������� �����������
� 
�� 

�����
� y = f(x)�

� M�	
��H���� f : X → f [X ] �!�J������	� D	��H�8; -�	 	�	
��J������	� 6�����������	; (f(x′) = f(x′′)) ⇔ (x′ = x′′) � ��=
�� ���	�	� 8	�	�	��	��� ��� �!
�E x′, x′′ ∈ X � D	��	���� f :

X → f [X ] 
�������	; �	 �������	����� 	
����	�	 	�	
��H����
f−1 : f [X ] → X �	�����	� %�������8 E������� 8	�	�	��	��� x =

f−1(y)� D���� ��� 	
��������	��� f ���	�	 8	�	�	��	 �	��������;
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�	 ����
∀x′, x′′ ∈ X (x′ < x′′ ⇔ f(x′) < f(x′′)).

D	������� 	
���������8 f−1; �8��8

∀y′, y′′ ∈ f [X ] (f−1(y′) < f−1(y′′) ⇔ y′ < y′′).

 ��-�� � 8	�	�	��	 �
���!��� �������� ����8���������� ���=
�	��-�	� �
$#M�#�� /�4� )����� ���������� 
 ����������� �� �������

[a, b] �����
� ��	����� �� ������� � ������
 f(a) 
 f(b) ������
���������� 
 ����������� �������� �����
�� x = f−1(y)� 
��"�
(�� ��� �� �������� �����������
$

� "���� ��88� ���	�	 8	�	�	���� �� [a, b] ������� y = f(x)
	
������ �� f [[a, b]] 	
����	� �������� x = f−1(y); �8�!��� �	�
H� E������� 8	�	�	��	���; -�	 � f � "���� 8	�	�	��	��� � ��
��=
����	��� ������� y = f(x) �� ��	��8� /�. �������; -�	 f [[a, b]] R
	����	� � �	���8� f(a) � f(b)� D���� ��� 	
��������	��� f [[a, b]] =
[f(a), f(b)]� D	��	���� f−1[[f(a), f(b)]] = f−1 ◦ f [[a, b]] = [a, b]; �	 �
���� 8	�	�	��	��� ������� x = f−1(y) � ��	��8� /�. N�� �������
��
������� �� 	������ � �	���8� f(a), f(b)� �
D�%�#� /�.� ������� y = sinx �	�������� � ��
������� �� 	�=

����� [−π/2, π/2]� *��-��; 
	 ��	��8� /�4 ���������� �	������!���
��
�������� ������� x = arcsin y �� 	������ [sin(−π/2), sin(π/2)] =

[−1, 1]�
D�%�#� /�4� ����	��-�	 
��������8� ��H���� ������� y =

cos x �� 	����	� [0, π] ���	�	 8	�	�	��	 �
����� 	� 1 �	 −1� D	=
N�	8� �� 	������ [−1, 1] ���������� 	
������ ��
�������� ���	�	
8	�	�	��	 �
���!��� 	� π �	 0 ������� x = arccos y�
D�%�#� /�3� D	������� 
��������8� 
��8���8�; �������	 
	=

���	��� ��
�������! ���	�	 8	�	�	��	 �	������!��! 	� −π/2 �	
π/2 ������! x = feKWYy; � ���H� 
	���	��� ��
�������! ���	�	
8	�	�	��	 �
���!��! 	� π �	 0 ������! x = feKKWYy�
D�%�#� /�5� ������� y = Xhx ���	�	 8	�	�	��	 �	�������� ��

���� -���	�	� 	�� � ��
�������� " ���� ��	��8� /�4 	�� 	
������
	
����	� ��
������	� ���	�	 8	�	�	��	 �	������!��� ��������
x = feXhy�
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D	��	���� ��E	���� ������� y = Xhx ����H����� -���� 
	����=
������! ������!; �	 �� ����!-��� �	�8	H�	���; -�	 � 	
������
������� x = feXhy ��������� -���� �	�����8�� 6�����������	;

y = Xhx =
ex − e−x

2
.

M��!�� 
	��-��8 ��������	� ��������� e2x − 2yex − 1 = 0� D	=
��	���� ex �= y −

√
y2 + 1 < 0; �	 
	��-��8 	�	�-������	 x =

ln(y +
√

y2 + 1)�
D�%�#� /�7� ����	��-�	 ��
	����� 8	�	�	��	��� ������� y =

Khx �� �-�����E (−∞, 0) � (0, +∞); 8	H�	 
	���	��� �������

x = feKh+y = ln(y +
√

y2 − 1)

x = feKh−y = ln(y −
√

y2 − 1)

}
y ≥ 1,

	
������ � ������� y = Khx� M
�-�	; ��� � � ���-�� ������� y =√
x; ��
	����!� �	���	 ���E�!! �����; 	
	���-�� �� x = feKhy =

ln(y +
√

y2 − 1), y ≥ 1�
D�%�#� /�1� D��8���� 	
������! ��F� 
�	������ � �������8

y = Whx � y = KWhx; 
	��-��8

x = feWhy =
1

2
ln

1 + y

1 − y
, |y| < 1;

x = feKWhy =
1

2
ln

y + 1

y − 1
, |y| > 1.



��

" �������
!����#�� ��
 !��

/�(�� 	 ��� �� (���* .���

��� ���� $	�� $���0���

���� ���� �����������	

���������� ������

,�) 2���;������ ?
�	<�� � ��'	� � �� �:���

MD�#6#)#(%# .�.� ���
������� �����

 y = f(x) � ��
��
x ∈ dom f ; 
�������	� ��� 8�	H����� dom f ; ���������� �	��-���

�����

lim
t→x

f(t) − f(x)

t − x
= f ′

x, t ∈ dom f.

%�	��� N�	� 
����� ��
��������� � ����	8 ����9

lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)

∆x
= lim

∆x→0

∆f

∆x
,

��� ∆x = t − x; ∆f = f(x + ∆x) − f(x)< 
�� ����	� ��
��� ∆x
O-������� G������ ���GP ���������� ��
��(��
�� ���������; � ∆f

R ��
��(��
�� �����

� �������; �8�!��� 
�	���	���! � �	-��
x; ���������� �
�������
������ � ��
�� x< �������; ��������=
�����8�� ∀x ∈ X ; ���������� �������������8	� �� 8�	H����� X <
�������; �������������8�� ∀x ∈ dom f ; ���������� �
�������
�
�������
D�%�#� .�.� ������� y = ex R �������������8��� 6������=

�����	;

(ex)′x = lim
t→x

et − ex

t − x
= ex lim

∆x→0

e∆x − 1

∆x
= ex

� ���� ��	�	�	 ��8�-������	�	 
�������
D�%�#� .�4� ������� y = ln |x| R �������������8��� 6������=

�����	;

(ln |x|)′x = lim
∆x→0

ln |x + ∆x| − ln |x|
∆x

= lim
∆x→0

1

x
· ln
∣∣1 + ∆x

x

∣∣
∆x
x

=
1

x
,

� ���� N����������	��� �		��������!��E ��������
D�%�#� .�3� ������� y = sin x �	H� �������������8�� 6��=

���������	;

(sinx)′x = lim
∆x→0

sin(x + ∆x) − sin x

∆x
= lim

∆x→0

2 sin ∆x
2 cos 2x+∆x

2

∆x
=
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lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

· lim
∆x→0

cos
2x + ∆x

2
= cos x

� ���� 
���	�	 ��8�-������	�	 
�������
D�%�#� .�5� D	��	����� ������� y = c �������������8�9

lim
t→x

c − c

t − x
= 0.

MD�#6#)#(%# .�4� �����������
�
 ���
�������
 
���8 ��=
������ 	���" ���
������"

f ′
x− = lim

∆x→0−
f(x + ∆x) − f(x)

∆x

� �����" ���
������"

f ′
x+ = lim

∆x→0+

f(x + ∆x) − f(x)

∆x
.

%� �		��������!���	 ��	����� 
������ ����� �������
$#M�#�� .�.� D����
� f � ��
�� x �
�������
����� ��
��

������ ����� 	���� 
 ������ ���
������� �����

 f � ��
�� x ���
(�����"� 
 ������ ��
 '���

f ′
x = f ′

x− = f ′
x+.

,����	��8 ����� 8�H�� 
	�����8� �������������8	��� � ��
��=
����	����
$#M�#�� .�4� E� �
�������
�������
 �����

 � ��
�� �	��

���� �� ������������� � '��� ��
��$
� 6	
����8; -�	 ������� f �������� � �	-�� x; �	 ���� lim

t→x
(f(t)−

f(x)) = a �= 0� $	���; 	-�����	; �	��-�	�	 
������ lim
t→x

f(t)−f(x)
t−x ��=

�����	���� �� 8	H��; ��� ��� lim
t→x

(t − x) = 0� �

D�%�#� .�7� ����8	���8 ��
�������! ������! y = |x|� (��=
��8 �� 	��	��	�	���� 
�	���	���� � ����9

lim
t→0−

|t| − |0|
t − 0

= lim
t→0−

(−1) = −1,

lim
t→0+

|t| − |0|
t − 0

= lim
t→0+

1 = 1,



&�� *��	�#����% '����		 # ����� 	 �� �� �� ��

��� ��� � 
���	8 ���-�� t < 0; � �	 ��	=
�	8 t > 0� %� ��	��8� .�. �������; -�	
������� y = |x| �� �������������8� �
�	-�� x = 0; E	�� � ��
������� � ����
L�	� ���� 
	��������; -�	 �� ��
�����=
�	��� ������� � �	-�� �������������=
8	��� �� ��������

D�%�#� .�1� ����8	���8 �����

���
� ����	 ���
�������; �	=
�	��� ����-����	 ��H�� � 	��	�� N�	�	 
	����� 
�� �	�����	�����
��������������	�	 ��-�������� D���� 8����������� �	-�� ���=
H���� 
	 	�� y; � ���	� �� ���H���� 	
��������� ������������=
�8	� �������� 	� ���8��� y = f(t)� $	��� 
�	���	���� ḟ(t0) N�	�
������� O�	-�	� ����E� 
�����	 	
	���-��� 
�	���	���! 
	 ���8�=
�� tP � �	-�� t0 �8��� �8��� 8��	����	� ��	�	��� � 8	8��� ���8���
t0�
(�
�F�8 ��������� ������� AB9

y − y0

x − x0
=

f(x0 + ∆x) − f(x0)

x0 + ∆x − x0
⇔

⇔ y =
f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x
(x − x0) + f(x0).

��	8����-����� �������� ��8 
	������=
����; -�	 
�� ����8����� ∆x → 0 ��=
����� �	�H�� 
����������� � ��������=
��!; ���� 	�� � �	-�� x0 �����������

MD�#6#)#(%# .�3� D���� ������� y = f(x) �������������=
8� � �	-�� x0; �	��� 
��8�! y = f ′

x0
(x − x0) + f(x0) ���	��8 �����

��	���� � ������� ������� y = f(x) � �	-�� (x0, f(x0))�
$���8 	
���	8; �������

���
� ����	 ���
������� ����!-�����

� �	8; -�	 
�	���	���� ������� � �	-�� ����� �������� ���� 8�H��
���������	� � ������� N�	� ������� � ����	� �	-�� � 
	�	H�����=
��8 ��
��������8 	�� Ox� " ���-��; �	���

lim
∆x→0

f(x + ∆x) − f(x)

∆x
= ±∞



&�� *��	�#����% 	 ��	'���	����	� ������		 ��

8	H�	 �-����� 
�	���	���! �������	8 ���� ����	�� � 	�� Ox ���=
�������	� 
��8	� x = x0� $���8 	
���	8 	
���������� �������
���
���
������� O��	��� �	
����!�9 ������	������ �����P ������� f �
�	-�� x0�

,�/ 2���;������ � ���?:���'��	�� �(���<��� 2���;���B
��� 	�:(�;�<�� ?
�	<�
� 2���;������ �������
 ?
�	B
<��

$#M�#�� 4�.� ����� �����

 y = f(x) 
 y = g(x) ������	���
� ����������
 ��
�
 x 
 �
�������
����� � '��� ��
��$ *����
�����

 cf � f +g� f ·g� f/g 3���	����� ��
 ��	��

 g(x) �= 04 ����
�
�������
����� � ��
�� x� ��

��

(cf)′x = cf ′
x, (f + g)′x = f ′

x + g′x,

(f · g)′x = f ′
x · g + f · g′x, (f/g)′x =

f ′
xg − fg′x

g2 .

� (cf)′x = lim
t→x

(cf)(t) − (cf)(x)

t − x
= lim

t→x
c
f(t) − f(x)

t − x
= cf ′

x.

(f + g)′x = lim
t→x

(f + g)(t) − (f + g)(x)

t − x
=

lim
t→x

f(t) − f(x)

t − x
+ lim

t→x

g(t) − g(x)

t − x
= f ′

x + g′x.

(f · g)′x = lim
t→x

(f · g)(t) − (f · g)(x)

t − x
=

= lim
t→x

f(t)g(t) − f(x)g(t) + f(x)g(t)− f(x)g(x)

t − x
=

lim
t→x

f(t) − f(x)

t − x
· g(t) + lim

t→x
f(x)

g(t)− g(x)

t − x
= f ′

xg(x) + f(x)g′x,


	��	���� lim
t→x

g(t) = g(x) � ���� ��
������	��� ������� g � �	-��
x�

(f/g)′x = lim
t→x

(f/g)(t)− (f/g)(x)

t − x
=



&�� *��	�#����% 	 ��	'���	����	� ������		 ��

= lim
t→x

1

g(t)g(x)

(
f(t) − f(x)

t − x
g(x) − f(x)

g(t)− g(x)

t − x

)
=

=
f ′

xg(x) − f(x)g′x
(g(x))2 ,

�-������ ��
������	��� ������� g � �	-�� x� �
)#��� 4�.� ����� ��(������� lim

t→x
f(t) = y$ *���� f(t) = y +

α(t)� ��� α(t) 1 �������
�� ��	�� ��
 t → x�
� D	�	H�8 α(t) = f(t) − y� $	��� � ���� 	
��������� 
������

(lim
t→x

f(t) = y) ⇔ (lim
t→x

α(t) = 0). �

" �����!��� ��	��8� X ,Y R 	������� 8�	H����� �� R�
$#M�#�� 4�4� ����� �����
� f : X → Y �
�������
�����

� ��
�� x ∈ X � � �����
� g : Y → R �
�������
����� � ��
��
y = f(x) ∈ Y$ *���� ������
�
� �����
� g ◦ f : X → R ����
�
�������
����� � ��
�� x ∈ X � ��

��

(g ◦ f)′x = g′y · f ′
x.

� %� �������������8	��� ������� f � �	-�� x ∈ X �������; -�	

f(t) − f(x) = (t − x)(f ′
x + α(t)).

D	��	���� ������� g �������������8� � �	-�� y = f(x) ∈ Y ; �	
g(s) − g(y) = (s − y)(g′y + β(s)).

$�
���
(g ◦ f)(t) − (g ◦ f)(x) = g(f(t)) − g(f(x)) =

(f(t) − f(x))(g′y + β(f(t))) = (t − x)(f ′
x + α(t))(g′y + β(f(t))).

M�����

(g ◦ f)(t) − (g ◦ f)(x)

t − x
= (f ′

x + α(t)) · (g′y + β(f(t))) =

g′y · f ′
x + α(t)g′y + β(f(t))f ′

x + α(t)β(f(t)).

"�-����8 
������

lim
t→x

α(t)g′y = 0 · g′y = 0, lim
t→x

β(f(t))f ′
x = f ′

x · lim
s→y

β(s) = f ′
x · 0 = 0.



&�� *��	�#����% 	 ��	'���	����	� ������		 ��

D	��	���� lim
t→x

f(t) = y; �	

lim
t→x

α(t)β(f(t)) = lim
t→x

α(t) · lim
s→y

β(s) = 0.

D	N�	8�

lim
t→x

(g ◦ f)(t) − (g ◦ f)(x)

t − x
= g′yf

′
x. �

D�%�#� 4�.� %�
	����� 
��������� ��	��8�; ��-����8 
�	��=
�	���� 	��	���E N��8�������E ��������

(xα)′x =
(
eα ln x

)′
x

= eα ln x · α · 1

x
= αxα−1;

(ax)′x =
(
ex ln a

)′
x

= ex ln a · ln a = ax ln a;

(loga |x|)′x =

(
ln |x|
ln a

)′

x

=
1

x ln a
;

(cos x)′x = (sin(π/2 − x))′x = cos(π/2 − x) · (−1) = − sinx;

(WYx)′x =

(
sin x

cosx

)′

x

=
cos2 x + sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
;

(KWYx)′x = (WY−1x)′x = − 1

WY2x
· 1

cos2 x
= − 1

sin2 x
;

(Xhx)′x =

(
1

2
ex − 1

2
e−x

)′

x

=
1

2
ex +

1

2
e−x = Khx;

(Khx)′x =

(
1

2
ex +

1

2
e−x

)′

x

=
1

2
ex − 1

2
e−x = Xhx;

(Whx)′x =

(
Xhx
Khx

)′

x

=
Kh2x − Xh2x

Kh2x
=

1

Kh2x
;

(KWhx)′x =

(
Khx
Xhx

)′

x

=
Xh2x − Kh2x

Xh2x
= − 1

Xh2x
.

$#M�#�� 4�3� ����� �����
� y = f(x) ���������� 
 ������
��������� �� ������� [x0−δ, x0+δ]� ��

�� f ′

x0
�= 0$ *���� �����
�

x = f−1(y)� �������� � �����

 y = f(x)� �
�������
����� �
��
�� y0 = f(x0)� ��

��

(f−1)′y0
=

1

f ′
x0

.



&�� *��	�#����% 	 ��	'���	����	� ������		 �		

� D���� ��� 	
��������	��� ������� f ���	�	 8	�	�	��	 �	�=
������� �� 	������ [x0 − δ, x0 + δ]� M
	���-�8 α = f(x0 − δ); β =

f(x0 + δ)� D	 ��	��8� 	
 	
����	� ������� �� 	������ [α, β] 	
����=
���� ������� f−1; ��
�������� � ���	�	 8	�	�	��	 �	������!���;

��-�8 y0 = f(x0) ∈ (α, β)� "	��8�8 ∆y ����	���	 8���8; -�	
y0 + ∆y ∈ (α, β)� M
	���-�8 ∆x = f−1(y0 + ∆) − f−1(y0) � �����8

�����

lim
∆y→0

∆x

∆y
.

*�8���8; -�	 ���� ∆y �= 0; �	 � ∆x �= 0; ��� ��� � 
�	����	8 ���=
-�� f−1(y0 + ∆y) = f−1(y0); -�	 
�	���	��-�� ��	����� ���	�	�	
8	�	�	��	�	 �	��������� ������� f−1� D	N�	8� 
�� ∆y �= 0 �
��=
������	

∆x

∆y
=

1
∆y
∆x

.

D���� ∆y → 0; �	��� ∆x → 0; ��� ��� ������� x = f−1(y) ��
��=
����� � �	-�� x0� D	N�	8�

(f−1)′y0
= lim

∆y→0

∆x

∆y
= lim

∆x→0

1
∆y
∆x

=
1

f ′
x0

. �

D�%�#� 4�4� D	 ��	��8� 4�3 ������� y = arcsinx � y = arccosx
�������������8� 
�� −1 < x < 1; � ������� y = feKWYx �
y = feKKWYx �������������8� �� ���� -���	�	� 
��8	�� (����8

�	���	���� N��E �������� D�� y = arcsinx; x = sin y� M��!��

(arcsinx)′x =
1

(sin y)′y
=

1

cos y
=

1√
1 − sin2 y

=
1√

1 − x2
.

*��� 
���� �������	8 ��
��� � �-��	8 �	�	; -�	 cos y > 0 
��
|y| < π/2�
����	��-�	 
	��-��8

(arccosx)′x =
1

(cos y)′y
=

1

− sin y
= − 1√

1 − cos2 y
= − 1√

1 − x2
;

(feKWYx)′x =
1

(WYy)′y
= cos2 y =

1

1 + WY2y
=

1

1 + x2 ;

(feKKWYx)′x =
1

(KWYy)′y
= − sin2 y = − 1

1 + KWY2y
= − 1

1 + x2 ;



&�� *��	�#����% 	 ��	'���	����	� ������		 �	�

(feXhx)′x =
1

(Xhy)′y
=

1

Khy
=

1√
Xh2y + 1

=
1√

x2 + 1
;

(feKhx)′x =
1

(Khy)′y
=

1

Xhy
=

1√
Kh2y − 1

=
1√

x2 − 1
;

(feWhx)′x =
1

(Why)′y
= Kh2y =

1

1 − Wh2y
=

1

1 − x2 ;

(feKWhx)′x =
1

(KWhy)′y
= −Xh2y = − 1

KWh2y − 1
=

1

1 − x2 .

&�� ��������� ��	��8 	 
�	���	��	� �	8
	����� ���E ������� �
	 
�	���	��	� 	
����	� ������� 
	��-�8 �����H����� 	 
�	���	�=
�	� �����

� �������� ��������

���
� D���� ������� y = y(t) �
x = x(t) 	
�������� �� 	������ [t0 − δ, t0 + δ]; δ > 0; 
��-�8 ����=
��� x = x(t) ��
������� � ���	�	 8	�	�	���� $	��� �� 	������ �
�	���8� α = x(t0− δ) � β = x(t0 + δ) 	
�������� 	
������ �������
t = t(x); ��
�������� � ���	�	 8	�	�	�����
D���
	�	H�8 �	
	��������	; -�	 ��������!� 
�	���	���� y′t0

� x′
t0
; 
��-�8 x′

t0
�= 0� $	��� 
�	���	���� ������� y(x) = y(t(x))

�8��� ���

y′x0
=

y′t0
x′

t0

, ��� x0 = x(t0).

6�����������	; 
	 ��	��8� 	 �����������	����� �	8
	�����
���E ������� �8��8

y′x0
= y′t0 · t′x0

=
y′t0
x′

t0

,

��� t′x0
= 1/x′

t0
�	�����	 ��	��8� 	 �����������	����� 	
����	�

��������
6����8; 
	��� ��H��8 ��� ��� ���������8 �� �	�������E ��	��8

�������� �����!��� ���������9
$#M�#�� 4�5� C	���������� �����

 �
�������
����� �� 	"�

��� 
������	�� 	���(�� � ��	���
 ������	��
�$
6	�����������	 N�	� ��	��8� ����	��-�	 �	������������ ��	��=

8� 	 ��
������	��� N��8�������E ������� � 
	�	8� 	
���������
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,�6 1������� �����:� � ��??����<��
�:�@ ?
�	<��@

MD�#6#)#(%# 3�.� $	-�� x0 ∈ X ⊂ R ���������� ��
��� 	��
��	����� ����
���� O�
�
����P; � ���-���� ������� � ��� 	��
��	���� ����
����� O�
�
�����P ������� f : X → R; ����
���������� 	������	��� Ox0

⊂ R �����; -�	 f(x) ≤ f(x0) Of(x) ≥
f(x0)P ∀x ∈ Ox0

∩X � $	-�� �	�����	�	 8����8�8� � �	�����	�	 8�=
��8�8� ������!��� �	-��8� 	���	����� '���������; � ���-����
������� � ��E R 	���	����
 '����������
�
D�%�#� 3�.�

f(x) =

{
x2, −1 ≤ x ≤ 2,
4, x > 2

6�� N�	� ������� x = −1, x = 2 R �	-=
�� �	�����	�	 8����8�8�< x = 0 R �	-��
�	�����	�	 8���8�8�< x > 2 R �	-�� N��=
���8�8�; ����!����� 	��	���8���	 �	-=
��8� �	�����	�	 8����8�8� � �	�����	=
�	 8���8�8�; 
	��	���� ����� �������
�	�����	 
	��	�����

MD�#6#)#(%# 3�4� $	-�� x0 ∈ X �	�����	�	 N�����8�8� ����=
��� f : X → R 
���8 �������� ��
��� ����������� '���������;
���� ���������� 	������	��� �	-�� x0; �����	8 ��H���� � X �
" ����8	�����	8 ��F� 
��8��� ��� �	-�� N�����8�8	� �� ����!=

-����8 �	-�� x = −1 ����!��� �	-��8� ���������E N�����8�8	��
$#M�#�� 3�. O��	��8� ���8� 	 �	�����	8 N�����8�8�P� �����

�����
� f : X → R �
�������
����� �� ���������� ��
�� 	��
��	����� '��������� x0$ *���� f ′

x0
= 0�

� D	 	
��������! 
�	���	��	� � �	-�� x0 �8��8

f(x)− f(x0) = (f ′
x0

+ α(x))(x− x0),

��� α(x) R 
���	��-�	 8���� 
�� x → x0� D���� ��� 	
��������	=
��� x0 R �	-�� ����������	 8���8�8�; �	��� ����� -���� ���������
��	����������� ∀x ∈ Ox0

⊂ X �
D���� ��
��� f ′

x0
�= 0� $	��� ����� 
���	��-�	� 8��	��� ����=

��� α(x) 
�� x → x0 �������� 	������	��� O′
x0
�����; -�	 
�� ���E

x ∈ O′
x0
����H���� f ′

x0
+ α(x) 
���� �8��� �	� H� ����; -�	 � f ′

x0
�



&�" -���#� � ������ � �	''�����	���� ) '����	%) �	�

*��-��; 
�� ���E x ∈ O′
x0
∩Ox0

\{x0} ����H���� (f ′
x0

+α(x))(x−x0)

���� 8����� ���� � ������8	��� 	� ��
	�� x > x0 ��� x < x0; �
����H���� f(x)− f(x0) ≥ 0 
	 
���
	�	H���!� D�	���	��-��� �
*��#��(%# 3�.� $�	��8� ���8� ���� �	���	 ��	
E	��8	� ���	=

��� �������	����� N�����8�8� �������������8	� �������; 
��=
-�8 �	���	 �	 ���������� �	-��� 6�� �����������E N�����8�8	�
O��� �	-�� x = −1 � ����8	�����	8 ��F� 
��8���P �����H����� 	
�	8; -�	 f ′

x0
= 0; �		
�� �	�	��; �� ����	�

*��#��(%# 3�4� ��	8����-���� ��	��8� �
	��� 	-������; �
	
	�� �����H����; -�	 � �	-�� �	�����	�	 N�����8�8� ����������=
���8	� ������� ����������� � �� ������� �	���	��������
$#M�#�� 3�4 O��	��8� �	����P������ �����
� f ∈ C[a, b] �
��

������
����� �� 
������	� (a, b) 
 f(a) = f(b)$ *���� ∃ξ ∈ (a, b)
f ′

ξ = 0�
� D	��	���� f ∈ C[a, b]; �	 
	 ��	��8� "����F������ ��������=

!� �	-�� xm, xM ∈ [a, b]; � �	�	��E ������� 
����8��� 8���8���=
�	� � 8����8����	� ���-����� #��� f(xm) = f(xM); �	 ������� f

	��	���� �� [a, b] �; ����	�������	; f ′

ξ = 0 ∀ξ ∈ (a, b)� #��� H�
f(xm) < f(xM); �	 
	��	���� f(a) = f(b); �	 	��� �� �	-�� �	�H��
��H��� � ��������� (a, b)� #� 8� � 	
	���-�8 -���� ξ� D	 ��	��8�
���8� f ′

ξ = 0� �
$#M�#�� 3�3 O�	�8��� �	��-��E 
��������� )�����H�P������

�����
� f ∈ C[a, b] �
�������
����� �� (a, b)$ *����

∃ξ ∈ (a, b) f(b) − f(a) = f ′
ξ(b − a).

� ����8	���8 ��
	8	��������! ������!

F (x) = f(x) − f(b) − f(a)

b − a
(x − a).

F ∈ C[a, b] � F �������������8� �� (a, b); 
��-�8

F (b) = f(b) − f(b) − f(a)

b − a
(b − a) = f(a) = F (a).

D	N�	8� � ���� ��	��8� �	��� ∃ξ ∈ (a, b) �����; -�	

F ′
ξ = f ′

ξ −
f(b) − f(a)

b − a
= 0. �

�;�"��2 ?���2 ����������� � 4���/� ���	 ���������� ����� �����!�����	 5� ���������

������ ����� �'
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6	�������� ��	��8� �8��� ��������� ��	8����-����� �8���9 ��=
��-���

f(b)− f(a)

b − a

���� ���	�	� �	N�������� ����	�� 
��8	� AB � 	�� Ox� D	��	����
f ′

ξ ���� ������� ���� ����	�� ���������	� � ������� y = f(x) �
�	-�� (ξ, f(ξ)); �	 �����H����� ��	��8� ��	����� � �����H����! 	
�������	����� ���������	�; 
���������	� ������� AB�
 )#6 $"%# 3�.� +���� ���������� �����������
 �
����

����
������ �� 
������	� (a, b) �����

 y = f(x) 
 �� ���
�������
f ′

x� x ∈ (a, b)� 
������ �	���"(�� ���
�������F

f ′
x ≥ 0 ⇔ f(x) 8	�	�	��	 �	��������;

f ′
x = 0 ⇔ f(x) 
	��	����;

f ′
x ≤ 0 ⇔ f(x) 8	�	�	��	 �
�����.

� D���� x′, x′′ ∈ (a, b); 
��-�8 x′ < x′′� D	 ��	��8� )�����H�

∃x ∈ (x′, x′′) f ′
x =

f(x′′) − f(x′)
x′′ − x′ .

D	��	���� f ′
x ≥ 0 ∀x ∈ (a, b); �	 f(x′′) ≥ f(x′) ∀x′, x′′ ∈ (a, b);

x′ < x′′; 
	N�	8� ������� f 8	�	�	��	 �	��������� ����	��-�	 ��=
��������� ���-�� f ′

x = 0 � f ′
x ≤ 0�

D���� ��
��� �������������8�� �� (a, b) ������� f 8	�	�	��	
�	��������� $	���

∀x ∈ (a, b) f ′
x = lim

t→x

f(t) − f(x)

t − x
= lim

t→x
ϕ(t).

" ���� 8	�	�	��	�	 �	��������� f ������� ϕ(t) ≥ 0 ∀t ∈ (a, b)�
D	N�	8� lim

t→x
ϕ(t) ≥ 0 � ���� ��	��8� 	 
������ ������� � �������=

����E� ����	��-�	 �������!��� ������ ���-��� �
$#M�#�� 3�5 O�	�8��� &	F� �	��-��E 
���������P� �����

x = x(t) 
 y = y(t) 1 ��� �����

� ����������� �� ������� [α, β] 

�
�������
������ �� 
������	� (α, β)� ��

�� x′

t �= 0 ∀t ∈ (α, β)$
*����

∃τ ∈ (α, β)
y(β) − y(α)

x(β) − x(α)
=

y′τ
x′

τ

.



&�& >������ ?������ �	�

� D	��H�8 ���-���; -�	 x(α) �= x(β)� #��� 
� N�	 
��	 �� ���; �	

	 ��	��8� �	��� � ���	�	�	� �	-�� t ∈ (α, β) 
�	���	���� �������
x(t) 	
�������� 
� � ����� ����8	���8 ��
	8	��������! ������!

F (t) = y(t) − y(α) − y(β) − y(α)

x(β)− x(α)
(x(t) − x(a)).

L�� ������� ��
������� �� [α, β] � �������������8� �� (α, β)�
&�	8� �	�	; F (α) = F (β) = 0� D	 ��	��8� �	��� ���������� �	-��
τ ∈ (α, β) �����; -�	

F ′
τ = y′τ −

y(α) − y(β)

x(α) − x(β)
x′

τ = 0.

,-������; -�	 x′
τ �= 0; �� 
	�������	 ��������� 
	��-�8 �	�8���

&	F�� �
*��#��(%# 3�3� �	�8��� )�����H� �	��-��E 
��������� ����

-������ ���-�� �	�8��� &	F� 
�� x(t) = t�

,�, ���:
�� ��
����

MD�#6#)#(%# 5�.� D���� ������� y = f(x) �8��� � �	-�� x0

��� 
�	���	���� �	 
	����� n ���!-������	� D����	�� *��	����

���������� 
������������ ������� f � ����

f(x) = f(x0) +
f ′

x0

1!
(x − x0) + · · · + f

(n)
x0

n!
(x − x0)

n + rn(x0; x),

��� rn(x0; x) R ������
��� 
	�� �����	� *��	���� D�� x0 = 0 �	�=
8��� $���	�� -���	 ������!� �����	�� +��	������

$#M�#�� 5�.� /�	
 �� ������� � ������
 x 
 x0 �����
� f

���������� ������ � ������
 ���
�
 n ���
�������
� � �� �����
����
� ��
��� '���� ������� ��� 
���� ���
������" ������� n+

1� �� ��
 	"��� �����

 ϕ� ����������� �� '��� ������� 
 
���
"(�� ��	

��" �� ��	� ���
������" � ��� ��������
� ��
����
�������� ��
�� ξ� 	���(�� ����� x 
 x0� ������ 
��

rn(x0; x) =
ϕ(x) − ϕ(x0)

ϕ′
ξn!

f
(n+1)
ξ (x − ξ)n.

�<��� :�	��� ��������1�� � ��#��	���	 ���������� 4�����4� ����� �%!� ����� 5� �����
����
������ ����� �'

�9���� ;������� ��������3�� � "�����!���	 ���������� ����� �%!� ����� 5� ������ �%�
!��'



&�& >������ ?������ �	�

�(� 	������ I � �	���8� x, x0 ����8	���8 ��
	8	��������! ����=
��!

F (t) = f(x) −
(

f(t) +
f ′

t

1!
(x − t) + · · · + f

(n)
t

n!
(x − t)n

)
.

������� F ��
������� �� 	������ I � �������������8� � ��	 ����=
�����E �	-��E; 
��-�8

F ′
t = −

(
f ′

t +
f ′′

t

1!
(x − t) + · · · + f

(n+1)
t

n!
(x − t)n

)
+

(
f ′

t +
f ′′

t

1!
(x − t) + · · · + f

(n)
t

(n − 1)!
(x − t)n−1

)
= −f

(n+1)
t

n!
(x − t)n.

D��8���� � 
��� ������� F (t) � ϕ(t) �� 	������ I �	�8��� &	F�
�	��-��E 
���������; 
	��-��8

F (x) − F (x0)

ϕ(x) − ϕ(x0)
=

F ′
ξ

ϕ′
ξ

,

��� ξ R ���	�	��� �	-�� 8�H�� x � x0� D	�������� �!�� ����H����
��� F ′

ξ � ��8�-��; -�	

F (x) − F (x0) = 0 − F (x0) = −rn(x0; x),


	��-��8 ���
��8	�� �
 )#6 $"%# 5�.� D	����� ϕ(t) = x − t; 
	��-��8 ������
���


	�� � ����� #�&


rn(x0; x) =
1

n!
f

(n+1)
ξ (x − ξ)n(x − x0).

 )#6 $"%# 5�4� D	�	H�8 ϕ(t) = (x − t)n+1 � 
	��-�8 �����
��
��� 
	�� � ����� 2�������

rn(x0; x) =
1

(n + 1)!
f

(n+1)
ξ (x − x0)

n+1.

)#��� 5�.� ����� f(x) = Pn(x0; x) + o((x − x0)
n) ��
 x → x0�

��� Pn(x0; x) = c0+c1(x−x0)+· · ·+cn(x−x0)
n$ *���� ��'��
�
����

�����
	��� Pn ������	�"��� ��
��������� �������$



&�& >������ ?������ �	�

� " ���� ����������	��� 
������ �8��8

c0 = lim
x→x0

f(x); c1 = lim
x→x0

f(x) − c0

x − x0
; . . . ;

cn = lim
x→x0

f(x) − (c0 + c1(x − x0) + · · · + cn−1(x − x0)
n−1)

(x − x0)n
. �

)#��� 5�4� ����� �����
� ϕ : I → R 3I ⊂ R 1 ������� �
������ x04 ������� 
�� 
���� � ��
�� x0 ∈ R ��� ���
������� ��

������� n ��	"

��	���� ��

�� ϕ(x0) = ϕ′
x0

= ϕ′′
x0

= · · · = ϕ
(n)
x0 =

0$ *���� ϕ(x) = o((x − x0)
n) ��
 x → x0�

� 6	�����������	 
�	����8 8��	�	8 8���8���-���	� ���������
D���� n = 1� $	��� � ���� �������������8	��� ������� ϕ �

�	-�� x0 �8��8

ϕ(x)− ϕ(x0) = ϕ′
x0

(x − x0) + α(x)(x− x0),

��� α(x) R 
���	��-�	 8���� 
�� x → x0� D	��	���� ϕ(x0) = ϕ′
x0

= 0;
�	 ϕ(x) = o(x − x0)�
D���
	�	H�8; -�	 �����H����� �	�����	 
�� n = k ≥ 1� 6	��=

H�8; -�	 	�	 �
��������	 � 
�� n = k + 1� D	��	����

ϕ(k+1)
x0

=
(
ϕ(k)

x0

)′
x0

= lim
x→x0

ϕ
(k)
x − ϕ

(k)
x0

x − x0
,

�	 �������	����� ϕ
(k+1)
x0 
���
	������; -�	 ������� ϕ

(k)
x 	
��������

�� I E	�� 
� �
���� �	-�� x0� ,8���F��; ���� ��H�	; 	����	� I;
8	H�	 ������� �-�����; -�	 ������� ϕ(x), ϕ′

x, . . . , ϕ
(k)
x ; ��� k ≥ 1;

	
�������� �� ���8 I � �	��	8 x0� D	��	���� k ≥ 1; �	 ������� ϕ′
x

���������� � ��	�����	���� ���	���8

(ϕ′
x)

′
x0

= · · · =
(
ϕ(k)

x

)′
x0

= 0.

D	 
���
	�	H���! �������� ϕ′
x = o((x − x0)

k) 
�� x → x0� $	���
�� �	�8��� )�����H� �������

ϕ(x) = ϕ(x) − ϕ(x0) = ϕ′
ξ(x − x0) = α(ξ)(ξ − x0)

k(x − x0),

��� ξ R �	-��; ��H���� 8�H�� x � x0 O�	 ���� |ξ − x0| < |x − x0|P
� ��������� 	� x; 
��-�8 α(ξ(x)) R 
���	��-�	 8���� 
�� x → x0�
D	N�	8� �� �����������

|ϕ(x)| ≤ |α(ξ)| · |x − x0|k · |x − x0|



&�& >������ ?������ �	�


	��-��8; -�	 ϕ(x) = o((x − x0)
k+1)� �

$#M�#�� 5�4� ����� I 1 ������� � ������ x0 ∈ R$ /�	
 �����
�
� f : I → R 
���� � ��
�� x0 ��� ���
������� �� ������� n
��	"

��	���� �� �������	
�� �����	�

f(x) = f(x0) +
f ′

x0

1!
(x − x0) + · · · + f

(n)
x0

n!
(x − x0)

n + o((x − x0)
n)

��
 x → x0�
� D	��	���� 8�	�	-��� Pn(x0; x) �	�����	 ��88� 5�. 	
����������

�����������8 	
���	8; �	 8� �����8 � ����8	������ ������!

ϕ(x) = f(x) −
(

f(x0) +
f ′

x0

1!
(x − x0) + · · · + f ′

x0

n!
(x − x0)

n

)
.

M-�����	; ϕ(x0) = ϕ′
x0

= · · · = ϕ
(n)
x0 = 0� D	 ��88� 5�4 ϕ(x) =

o((x − x0)
n)� �

MD�#6#)#(%# 5�4� �	�8���; �����	������� � ��	��8� 5�4; ��=
�������� �	�8��	� $���	�� � ������
��� 
	���� � ����� �������
%��� 8� 
	��-��� ��H���F�� �	�8��� 8���8���-���	�	 �����=

��9

f(x) = f(x0)+
f ′

x0

1!
(x−x0)+· · ·+f

(n)
x0

n!
(x−x0)

n+
f

(n+1)
ξ

(n + 1)!
(x−x0)

n+1 −

�	�8��� $���	�� � 	����	-��8 -���	8 � �	�8� )�����H�; �

f(x) = f(x0) +
f ′

x0

1!
(x − x0) + · · · + f

(n)
x0

n!
(x − x0)

n + ((x − x0)
n)


�� x → x0 R �	�8��� $���	�� � 	����	-��8 -���	8 � �	�8� D���	�
D����� ��	
�� ��� 
�����-����E ���-��	�; ��	��� 
�� ������	��=
��� ���8
�	��-���	�	 
	������� �������� �����-�� N��E �	�8��
$���	�� 
	��� ���
	�	�� M��� �	������� O� �	�8� D���	P; � ������
��	
������ O� �	�8� )�����H� ��� &	F�P� D����� ���� ���	�8�=
��! 	 
	������� ������� ��F� 
�� x → x0� "�	��! 8	H�	 
��8�=
���� ��� 	���	� �� 
	��F�E 	������E�
M
������� � ��
���� 
�	���	���E 
	����� n ��
�F�8 �	�8���

$���	�� 
�� x0 = 0 ��� 	��	���E N��8�������E ��������
�,*� �55� (���� ��������1�� � ����2%����	 ���������� �����!������2 ��������	 �����

������'



&�& >������ ?������ �	�

D�%�#� 5�.� D���� f(x) = ex; �	��� f
(n)
0 = 1� D	N�	8�

ex = 1 +
1

1!
x +

1

2!
x2 + · · · + 1

n!
xn +

eξ

(n + 1)!
xn+1.

D�%�#� 5�4� D���� f(x) = sin x; �	���

f
(n)
0 = sin

πn

2
=

{
0, n = 2m,

(−1)m, n = 2m + 1,
m ∈ {0} ∪ N.

D	N�	8�

sin x = x− 1

3!
x3+

1

5!
x5−· · ·+ (−1)m

(2m + 1)!
x2m+1+

sin(ξ + π
2 (n + 1))

(n + 1)!
xn+1,

��� n = 2m + 1 ��� n = 2m + 2.

D�%�#� 5�3� D���� f(x) = cos x; �	���

f
(n)
0 = cos

πn

2
=

{
0, n = 2m + 1,

(−1)m, n = 2m,
m ∈ {0} ∪ N.

D	N�	8�

cosx = 1 − 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − · · · + (−1)m

(2m)!
x2m +

cos(ξ + π
2 (n + 1))

(n + 1)!
xn+1,

n = 2m ��� n = 2m + 1.

D�%�#� 5�5� D���� f(x) = ln(1+x); �	��� f
(n)
0 = (−1)n−1(n−1)!.

D	N�	8�

ln(1 + x) = x − 1

2
x +

1

3
x2 − · · · + (−1)n−1

n
xn +

(−1)n

n + 1
· xn+1

(1 + ξ)n+1 .

D�%�#� 5�7� D���� f(x) = (1 + x)α; α ∈ R� $	��� f
(n)
0 = α(α −

1) . . . (α − n + 1)� D	N�	8�

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x +

α(α − 1)

2!
x2 + · · · + α(α − 1) . . . (α − n + 1)

n!
xn+

α(α − 1) . . . (α − n + 1)(α − n)

(n + 1)!
· xn+1

(1 + ξ)n+1−α
.

" 
���������E 
��8���E 	����	-��� -��� 
������� � �	�8� )�=
����H�� D��8������ 	����	-�	�	 -���� � �	�8�E D���	 ��� &	F�
�� ���	��� ������������



&�1 ����������� ����#	� ;��������� '����		� 
 �������( 	 #�!������( ��	

*��#��(%# 5�.� %� �	�8��� $���	�� � 	����	-��8 -���	8 �
�	�8� )�����H� ������� ���8
�	��-����� �	�8��� ����

f(x) = f(x0) +
f ′

x0

1!
(x − x0) + · · · + f

(n)
x0

n!
(x − x0)

n + O((x − x0)
n+1)


�� x → x0�

,�0 +������'��� 
������ F	����:
:� ?
�	<��� ��(
	����$
� ����
����$ ?
�	<��

$�	��8� ���8�; ��� 	�8�-��	��; ���� ��F� ��	
E	��8�� ���	���
N�����8�8�� D	N�	8� ��������� �����!���
$#M�#�� 7�.� ����� f : Ox0 → R �����
�� ������	����� �

��������� ����������
 Ox0
��
�
 x0� ����������� � ��
�� x0 


�
�������
������ � �����	���� ����������

•
Ox0

$ �����
•
Ox0

=
l

•
Ox0

∪r
•
Ox0

3	���� 
 ������ ����������
4$ *����

OUP ��	
 (∀x ∈ •
Ox0 (f ′

x < 0))∨ (∀x ∈ •
Ox0 (f ′

x > 0))� �� �����
�
f � ��
�� x0 '��������� �� 
����<

OUUP ��	
 (∀x ∈ l
•
Ox0

(f ′
x < 0)) ∧ (∀x ∈ r

•
Ox0

(f ′
x > 0))� ��

�����
� f � ��
�� x0 
���� 	���	���� �
�
���<

OUUUP ��	
 (∀x ∈ l
•
Ox0 (f ′

x > 0)) ∧ (∀x ∈ r
•
Ox0 (f ′

x < 0))� ��
�����
� f � ��
�� x0 
���� 	���	���� ����
����

� OUP "�
���8 ��� 	
��������	��� ������� (∀x ∈ •
Ox0

(f ′
x < 0))�

M� ����	����� (∀x ∈ l
•
Ox0

(f ′
x < 0)) ∧(∀x ∈ r

•
Ox0

(f ′
x < 0))� (�

l
•
Ox0

� r
•
Ox0

� ���� ��	��8� )�����H� ������� f ���	�	 8	�	�	��	

�
������ D	��	���� f ��
������� � �	-�� x0; �	 ∀x′ ∈ l
•
Ox0 ∀x′′ ∈

r
•
Ox0

f(x′) > lim
x′→x0−

f(x′) = f(x0) = lim
x′′→x0+

f(x′′) > f(x′′).

D	N�	8� �	-�� x0 �� 8	H�� 
��� �	-�	� �	�����	�	 N�����8�8��
����	��-�	 ����8���������� � ����	� ��������

OUUP " ���� ��	��8� )�����H� �� l
•
Ox0

������� f ���	�	 8	�	=

�	��	 �
�����; � �� r
•
Ox0

���	�	 8	�	�	��	 �	��������� D	��	����



&�1 ����������� ����#	� ;��������� '����		� 
 �������( 	 #�!������( ���

� �	-�� x0 ������� f ��
�������; �	 �8��8 ∀x′ ∈ l
•
Ox0

∀x′′ ∈ r
•
Ox0

f(x′) > lim
x′→x0−

f(x′) = f(x0) = lim
x′′→x0+

f(x′′) < f(x′′),

�	 ���� x0 R �	-�� �	�����	�	 8���8�8��
 ��-�� OUUUP ����8���������� ����	��-�	 OUUP� �
6	�������� ��	��8� 	
E	����� ����8� ���	8��8� ���	���8� R

��
������	���! ������� � �	-�� 
���
	�����8	�	 N�����8�8� �
�������������8	���! � 
�	�	�	�	� 	������	��� N�	� �	-��� #���
8� ���
	�����8 
	��� 
	���	� ���	�8����� 	 ������� f � �	-��
x0; �	 � ���������� 8	��� 
��� ��	�8����	���� 
	��� ���	8���
$#M�#�� 7�4������ �����
� y = f(x)� ������	����� � �������

����
 Ox0
��
�
 x0 ∈ R� 
���� � x0 ��� ���
������� �� �������

n ∈ N ��	"

��	���$ /�	
 f ′
x0

= · · · = f
(n−1)
x0 = 0 
 f

(n)
x0 �= 0� �� ��


��
����� n � ��
�� x0 '��������� �����

 ���� � ��
 n 
�����
� �	�
�� f

(n)
x0 > 0 1 � ��
�� x0 	���	���� �
�
��� �����

 f � � �

�	�
�� f
(n)
x0 < 0 1 	���	���� ����
���$

� D��8���8 �	�8��� $���	�� � 	����	-��8 -���	8 � �	�8� D�=
��	�

f(x) = f(x0) +
f

(n)
x0

n!
(x − x0)

n + α(x)(x − x0)
n,

��� α(x) R 
���	��-�	 8���� 
�� x → x0� *�
�F�8 N�� �	�8��� �
����

f(x)− f(x0) =
1

n!
(f (n)

x0
+ β(x))(x− x0)

n,

��� β(x) R 
���	��-�	 8���� 
�� x → x0; � 
���8 �����H����; ���

�� �	������������ ��	��8� ���8�� #��� f

(n)
x0 �= 0; �	 
�� x �	���=

�	-�	 
�����E � x0 ���� ����H���� f
(n)
x0 + β(x) 
���� �	�
����� �	

����	8 f
(n)
x0 � *��-��; ���� n R ��-���	�; �	 
�� 
���E	�� -���� x0 ����

����H���� (f
(n)
x0 + β(x))(x− x0)

n 
���� 8�������; � 
�� -���	8 n R
�� 
����; �	 ���� ���� N�	�	 ����H���� 
���� �	�
����� �	 ����	8
f

(n)
x0 � �
MD�#6#)#(%# 7�.� ������� f : (a, b) → R ���������� ������

	��; ���� ∀x1, x2 ∈ (a, b) ∀α1, α2 ∈ R+ (α1 + α2 = 1) �8��� 8���	
����������	 f(α1x1 + α2x2) ≤ α1f(x1) + α2f(x2)�



&�1 ����������� ����#	� ;��������� '����		� 
 �������( 	 #�!������( ��


��	8����-���� ���	��� ��
���	���
������� f : (a, b) → R 	���-���; -�	
�	-�� �!
	� ���� ������� ��H�� ��H�
E	���; �������!��� N�� �����

MD�#6#)#(%# 7�4� ������� f : (a, b) → R ���������� ������
���; ���� ∀x1, x2 ∈ (a, b) ∀α1, α2 ∈ R+ (α1 + α2 = 1) �8��� 8���	
����������	 f(α1x1 + α2x2) ≥ α1f(x1) + α2f(x2)�
(������	 ��8�����; -�	 �	-�� ���� ������� �	����	� �������

��H�� ��F� E	���; �������!��� N�� �����
MD�#6#)#(%# 7�3� "�
����� O�	������P �� ��������� (a, b)

������� f : (a, b) → R ���������� ������ �����	�� O������ ������
���P; ���� 
�� x1 �= x2 � 	
��������� 7�. O7�4P �8��� 8���	 ���	�	�
����������	; �	 ����

f(α1x1 + α2x2) < α1f(x1) + α2f(x2)

(f(α1x1 + α2x2) > α1f(x1) + α2f(x2)).

$#M�#�� 7�3� %
�������
������ �� 
������	� (a, b) �����
�
y = f(x) �����	� �� ��� ��
�� ������ ����� ���
������� f ′

x ���
������� ���������� �� (a, b)$ ��
 '��� �������� �����������
���������
" f ′

x ������������� ������� �����	����$
� D���� f : (a, b) → R �������������8� � ��
���� �� (a, b)�

$	��� �� �		��	F���� x = α1x1+α2x2; α1 +α2 = 1; α1, α2 > 0 �8��8

α1 =
x2 − x

x2 − x1
, α2 =

x − x1

x2 − x1
.

$�
��� ���	��� ��
���	��� 8	H�	 ��
����� � ����

f(x) ≤ x2 − x

x2 − x1
f(x1) +

x − x1

x2 − x1
f(x2).

M����� 
	��-��8

(x2 − x)f(x1) + (x1 − x2)f(x) + (x − x1)f(x2) ≥ 0.

$�
��� ��8���8; -�	 (x2−x1) = (x2−x)+(x−x1); 
	N�	8� 
	��-�8

f(x) − f(x1)

x − x1
≤ f(x2) − f(x)

x2 − x



&�1 ����������� ����#	� ;��������� '����		� 
 �������( 	 #�!������( ���


�� x1 < x < x2� D	��-���	� ����������	 ���� ������ �	�8� ��
���
���	��� ��
���	��� �������� ,����8�8 x ���-��� � x1; � ����8 �
x2� D	����	�������	 
	��-�8

f ′
x1

≤ f(x2) − f(x1)

x2 − x1
≤ f ′

x2
,

	����� ������� 8	�	�	���� �	�� 
�	���	��	� f ′
x�

,-������ N�	; ��� ���	�	 ��
���	� ������� �� ��	��8� )�����=
H� �������

f ′
x1

≤ f ′
ξ1

=
f(x) − f(x1)

x − x1
<

f(x2) − f(x)

x2 − x
= f ′

ξ2
≤ f ′

x2
,

��� x1 < ξ1 < x < ξ2 < x2; �	 ���� ���	��� ��
���	��� ���-��
���	��! 8	�	�	��	��� 
�	���	��	��
$�
��� 
���� f ′

x �� (a, b) 8	�	�	��	 O���	�	 8	�	�	��	P �	������=
��� $	��� ��� a < x1 < x < x2 < b 
	 ��	��8� )�����H�

f ′
ξ1

=
f(x) − f(x1)

x − x1
≤ (<)

f(x2) − f(x)

x2 − x
= f ′

ξ2
,

��� x1 < ξ1 < x < ξ2 < x2� �
 )#6 $"%# 7�.�D����
� f : (a, b) → R� 
��"(�� �� 
�������

	� (a, b) �����" ���
������"� �����	� �� ��� ��
�� ������ �����
f ′′

x ≥ 0$ E� ��	��
� f ′′
x > 0 �	����� ������� �����	����$

� 6�� �	������������ �	����	-�	 ��������� � ��	��8� )�����H�

��8����� � ������� f ′

x� �
����	��-�	 �	�8�����!��� � �	������!��� ���������� ��� �	=

����	� ��������
$#M�#�� 7�5� %
�������
������ �� 
������	� (a, b) �����
�

y = f(x) ������� �� ��� ��
�� ������ ����� ���
������� f ′
x �����

����� ������� �� (a, b)$ ��
 '��� �������� ����������� ������
�
" f ′

x ������������� ������� ����������$
 )#6 $"%# 7�4�D����
� f : (a, b) → R� 
��"(�� �� 
�������

	� (a, b) �����" ���
������"� ������� �� ��� ��
�� ������ �����
f ′′

x ≤ 0$ E� ��	��
� f ′′
x < 0 �	����� ������� ����������$

MD�#6#)#(%# 7�5� D���� f : Ox0
→ R R �������; 	
����=

������ � 	������	��� Ox0
�	-�� x0 ∈ R� #��� �� 8�	H����� l

•
Ox0



&�2 *��#	�� <��	���% ���

������� f �	����� O��
����P; � �� 8�	H����� r
•
Ox0

������� f ��=

���� O�	�����P; �	 �	-�� ������� (x0, f(x0)) ���������� ��
���
�����
���
$���8 	
���	8; ���� � �	-�� 
�����
� x0 ������� f ���H�� ���=

����������8�; �	 � ���� ��	��8 7�3; 7�5 � ��	��8� ���8� ��	
E	=
��8	; -�	
� f ′′

x0
= 0� #��� H� ��	��� 
�	���	���� 	
�������� �


�	�	�	�	� 	������	���
•
Ox0

�	-�� x0 � � l
•
Ox0

�8��� 	��� ����; � �
r

•
Ox0


�	���	
	�	H���; �	 x0 �������� �	-�	� 
�����
��

,�8 2������ "�(�����

"���8� 
	����	� 
����� 
�� ��-������� 
�����	� �����!���
$#M�#�� 1�. O
�����	 )	
������P� ����� �����

 f : (a, b) →

R 
 g : (a, b) → R �
�������
����� �� 
������	� (a, b) (−∞ ≤ a <
b ≤ +∞)� ��

�� g′x �= 0� x ∈ (a, b)� 


lim
x→a+

f ′
x

g′x
= A (−∞ ≤ A ≤ +∞).

*���� ��
 ����	���

 	"���� 
� �	���"(
� ���� ��	��
�
354 ( lim

x→a+
f(x) = 0) ∧ ( lim

x→a+
g(x) = 0)�

3554 lim
x→a+

g(x) = ∞
����� ����	����� ���������

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= A.

����	��-�	� �����H����� �
��������	 � 
�� x → b−�
� D���
	�	H�8 ���-���; -�	 A < +∞; � ��������8 -���� p � q

���; -�	
� A < p < q� D	��	���� lim
x→a+

f ′
x

g′x
= A; �	 ���������� �	-��

c ∈ (a, b) �����; -�	 
�� �!
	8 x ∈ (a, c) 
���� f ′
x/g

′
x < p < q� $��

��� g′x �= 0 �� (a, b); �	 g(x) ���	�	 8	�	�	��� �� (a, b); � 
	�	8�; ��=

��� �	-�� c1 ∈ (a, c) �	����	-�	 
����	� � �	-�� a; 8	H�	 �-�����;
-�	 g(x) �= 0 �� ��������� (a, c1)� D	N�	8� 
�� �!
�E x, y ∈ (a, c1);
y < x 
	 ��	��8� &	F� 	 
���������E �8��8

f(x) − f(y)

g(x) − g(y)
=

f ′
ξ

g′ξ
,

�)�	�� B������ =����� !� ��5����2 ��������.3� � 4���/� ���	 ���������



&�2 *��#	�� <��	���% ���

��� ξ ∈ (y, x) ⊂ (a, c1)� M��!��

f(x)− f(y)

g(x) − g(y)
< p, (6.1)

���� x, y ∈ (a, c1)�
$�
��� ����8	���8 	
� �	�8	H�	���9
R � ���-�� OUP; 
���E	�� � 
��������8 ����������� � 
������ 
��

y → a+; 
	��-�8

f(x)

g(x)
≤ p < q, x ∈ (a, c1);

R � ���-�� OUUP; �������� y � 
��� x �	����	-�	 
�����8 � a;
�8��8

g(x) − g(y)

g(x)
= 1 − g(y)

g(x)
> 0. (6.2)

6	8�	H�� ����������	 O1�.P �� 
	�	H������	� -���	 O1�4P; 
	��-�8

f(x)− f(y)

g(x)
< p

(
1 − g(y)

g(x)

)
,

���
f(x)

g(x)
< p − p

g(y)

g(x)
+

f(y)

g(x)
.

"�
��� c2 ∈ (a, c1) �	����	-�	 
�����8 � a; ��� �!
	�	 x ∈ (a, c2)

�8��8
f(x)

g(x)
< p − p

g(y)

g(x)
+

f(y)

g(x)
< q.

%���; � 	
	�E ���-��E OUP � OUUP ���������� �������� (a, cq); �
�!
	� �	-�� �	�	�	�	 f(x)/g(x) < q�
#��� A = −∞; �	 � ���� 
�	���	�� � ��
	�� q > A ��	��8� �

N�	8 ���-�� �	�������
#��� A = +∞; �	 ���� q̃ � p̃ ���; -�	
� q̃ < p̃ < A; ����	��-�	


��������8� �����8 �������� (a, cq̃); � �!
	� �	-�� �	�	�	�	 q̃ <
f(x)/g(x); �	 ���� lim

x→a+
f(x)/g(x) = +∞�

#��� A ∈ R; �	 ��� �!
	� 
��� -���� q̃ < A < q �����8 ��������
(a, cq̃) ∩ (a, cq); � �!
	� �	-�� �	�	�	�	 
���8 �8���

q̃ <
f(x)

g(x)
< q, �	 ���� lim

x→a+

f(x)

g(x)
= A. �



&�4 
����������� � 	���!���� *������/	� ��	�� 	���!�	��#��	% ���

,�E !��(���������
 ��������� 2�����
C�� (���:� ����B
����������

MD�#6#)#(%# 2�.� D���� ������� y = F (x) � y = f(x) 	
��=
������ �� ���	�	�	8 
�	8�H���� (a, b); 
��-�8 ������� F �����=
��������8� �� N�	8 
�	8�H����� #���

∀x ∈ (a, b) F ′
x = f(x), (7.1)

�	 ������� F (x) ���������� ������������� �	� �����

 f(x) ��

�	8�H���� (a, b)�
*��#��(%# 2�.� (������	 ��8�����; -�	 
���		
������ F (x)

������� f(x) 	
���������� ��	��	���-�	� 6�����������	; ���� F (x)
R 
���		
������ ������� f(x); �	 ������� Φ(x) = F (x) +C; ��� C
�	�������; �	H� 
���� 
���		
����	�; 
	��	����

(Φ(x))′x = (F (x) + C)′x = F ′
x + C ′

x = F ′
x = f(x).

MD�#6#)#(%# 2�4�  	�	��
�	��� ���E 
���		
�����E ����=
��� f(x) �� ���	�	�	8 
�	8�H���� (a, b) ������!� ��������	�����

������	�� �� �����

 f(x) �� N�	8 
�	8�H����; 	
	���-�!� ��8=
�	�	8 ∫

f(x)dx

� 
�F�� ∫
f(x)dx = F (x) + C. (7.2)

*���� F (x) R �����=��
��� 
���		
������ ������� f(x) �� 
�	8�=
H���� (a, b);C R 
�	���	����� 
	��	������ *��� G

∫
G ������!� ����

��� 
������	�; ������! f(x) R ���
������	���� �����
��; ����=
H���� f(x)dx R ���
������	���� �������
���
D	�����������	� ����H���� 8	H�	 ��
����� � ���� ��������=

����� F ′
xdx = dF (x); �	 ����

f(x)dx = dF (x). (7.3)

M
�����! ��E	H����� ��	
��������	�	 ��������� 	� ����	� ����=
���; �	�	��� �������� 	
����	� � 	
������ �����������	�����;
������!� 
�����
�����
��� D	N�	8� �!
�! �	�8��� ��� 
�	��=
�	��	�; �	 ���� �	�8��� ���� O2�.P; 8	H�	 ��
����� � ���� O2�4P�



&�4 
����������� � 	���!���� *������/	� ��	�� 	���!�	��#��	% ���

%�
	����� �	�8��� ��� 
�	���	���E 8	H�	 ��
����� ���	
�� 
��
�����	��9∫

xαdx =
xα+1

α + 1
+ C, α �= −1;

∫
dx

x
= ln |x| + C;

∫
axdx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a �= 1;

∫
exdx = ex + C;∫

sin xdx = − cos x + C;

∫
cosxdx = sinx + C;∫

dx

cos2 x
= WYx + C;

∫
dx

sin2 x
= −KWYx + C;∫

Xhxdx = Khx + C;

∫
Khxdx = Xhx + C;∫

dx

1 + x2 = feKWYx + C = −feKKWYx + C;∫
dx√

1 − x2
= feKXUZx + C = −feKKlXx + C;∫

dx

Kh2x
dx = Whx + C;

∫
dx

Xh2x
dx = −KWhx + C.

$�
��� ��	�8������8 	��	���� ��	����� ��	
��������	�	 ����=
�����
 "M' $"M .�

d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx.

� %� �������� O2�4P � O2�3P �������; -�	

d

(∫
f(x)dx

)
= d(F (x) + C) = dF (x) = f(x)dx,

��� ��� dC = 0� �
 "M' $"M 4� ∫

dF (x) = F (x) + C.

�  �	����	 ����� ������� �� O2�4P � O2�3P� �



&�4 
����������� � 	���!���� *������/	� ��	�� 	���!�	��#��	% ���

 "M' $"M 3� /�	
 �����

 f(x) 
 g(x) 
��"� �� ���������
���������� (a, b) �������������� �� �	� 	"��� 

��	 α 
 β �����
�
� αf(x) + βg(x) ���� 
���� ������������" �� (a, b)� ��

��∫

(αf(x) + βg(x))dx = α

∫
f(x)dx + β

∫
g(x)dx.

� D���� F (x) � G(x) R 
���		
������ ��� ������� f � g �	=
	����������	� $	��� αF (x) + βG(x) R 
���		
������ ��� �������
αf(x) + βg(x); 
	��	����

(αF (x) + βG(x))′x = αF ′
x + βG′

x = αf(x) + βg(x). �

$���8 	
���	8; ��������	����� 	
������ ��	����	8 	
�������
9
�������� 	� ������	� �	8
������ ������� ����� �		��������!���
������	� �	8
������ 	� ����8�������8�E ��������
D������8 � 
�	����F�8 8��	��8 ��������	������ (�-��8 � ���

���� ������ ������������
$#M�#�� 2�.� ����� �����
� y = f(x) ������	��� 
 �
����

����
����� �� ���������� ∆ 
 ����� ∆̃ 1 ��������� ���
��
�
�����

 f(x) �� ∆$ /�	
 �����
� g(y) 
���� ������������" G(y)
�� ∆̃� �� ��(������� ������������� �����

 g(f(x))f ′(x) �� ����
������� ∆� ��

�� 
���� ����� ������ 
� �	���"(
� ���� '��
�
��	������ ��������∫

g(f(x))f ′(x)dx = G(f(x)) + C, (7.4)

∫
g(f(x))df(x) = G(f(x)) + C. (7.5)

� 6�����������	; � ���	���E ��	��8� �� 
�	8�H���� ∆ 	
����=
���� � �������������8� ��	H��� ������� F (x) = G(f(x)) �

F ′
x = G′

y(f(x)) · f ′
x = g(y)f ′

x.

M��!�� �������; -�	 ���� G(y) R 
���		
������ ������� g(y); �	
G(f(x)) R 
���		
������ ������� g(f(x)) · f ′

x� �
�	�8��� O2�5P O��� �	�8��� O2�7PP ������!� �����	�� 
����

��
�����
� ������� ������������ M�8���8 ��H��� -������ ���-��
N�	� �	�8����
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 )#6 $"%# 2�.� OUP /�	
∫
f(x)dx = F (x) + C,

�� ∫
f(ax + b)dx =

∫
f(ax + b)

1

a
d(ax + b) =

1

a
F (ax + b) + C;

OUUP
∫

f ′(x)

f(x)
dx =

∫
df(x)

f(x)
= ln |f(x)| + C;

OUUUP
∫

(f(x))αf ′(x)dx =

∫
(f(x))αdf(x) =

(f(x))α+1

α + 1
+ C, α �= −1.

(� ������-���	8 H���	�� 8��	� ��8��� 
���8���	�	 ������!�
��� G������� 
	� ������������GO������! f(x)P� ����8	���8 
��=
8���; �	�	��8� 
	
	���8 ��
���� ��������	��∫

dx

(x + a)α
=

∫
d(x + a)

(x + a)α
=

{
ln |x + a| + C, α = 1;
(x+a)1−α

1−α
, α �= 1∫

dx

x2 + a2 =
1

a

∫
d(x/a)

1 + (x/a)2 =
1

a
feKWY

x

a
+ C = −1

a
feKKWY

x

a
+ C.∫

dx√
a2 − x2

=

∫
d(x/a)√
1 − (x/a)2

= feKXUZ
x

a
+ C = −feKKlXx

a
+ C.

D�� ��E	H����� 
���		
�����E -���	 
��8������� ����� 
����
��
�����
� ������������; �	�	��� 
	 �������� ���� 
�	��	 ����=
���� 8��	�� ��8��� 
���8���	�	 O�� H� 	
������; �	 � 	
����	8

	�����P� D���� ��8 ��	
E	��8	 ����� ��������∫

f(x)dx.

 �����8 � ��8 ��8��� 
���8���	�	9 x = g(t)� $	���∫
f(x)dx =

∣∣∣∣x = g(t), dx = g′(t)dt

∣∣∣∣ =
∫

f(g(t))g′(t)dt.

%�	��� �������� � 
���	� -���� 	���������� 
�	��; -�8 ��E	����
��������� ����8	���8 
��8���∫ √

a2 − x2dx =

∣∣∣∣x = a sin t, dx = a cos tdt

∣∣∣∣ =
∫

a2 cos2 tdt =



&�4 
����������� � 	���!���� *������/	� ��	�� 	���!�	��#��	% �
	

=
a2

2

∫
(1 + cos 2t)dt =

a2

2
(t +

1

2
sin 2t) + C.

M�	�-������	 �����8∫ √
a2 − x2dx =

a2

2
feKXUZ

x

a
+

x
√

a2 − x2

2
+ C,


	��	����

sin t =
x

a
, cos t =

√
1 − x2

a2 ,
1

2
sin 2t = sin t cos t =

x
√

a2 − x2

a2 .

D	�����	��� 
	�-�� 
���!� ��8���	����8�9∫
dx√

x2 + a
=

∣∣∣∣x+
√

x2 + a = t, dt =

(
1 +

x√
x2 + a

)
dx =

t√
x2 + a

dx

∣∣∣∣
=

∫
dt

t
= ln |t| + C = ln |x +

√
x2 + a| + C.

$#M�#�� 2�4� ����� �����

 f(x) 
 g(x) �
�������
����� ��
��������� 
������	� ∆� 
� ����� ����� �� ��� �����
� f ′(x)g(x)

���� ������������"$ *���� ��(������� ������������� �	� �����
�

 f(x)g′(x)� ��

�� �������	
�� 	"��� 
� �	���"(
� ���� '��
�
��	������ ��������F∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫

f ′(x)g(x)dx, (7.7)

∫
f(x)dg(x) = f(x)g(x)−

∫
g(x)df(x). (7.8)

� " ���	���E ��	��8� ������� f(x)g(x) �8��� 
�	���	���! � 
	

������ �����������	����� �8��8

f(x)g′(x) = (f(x)g(x))′x − f ′(x)g(x).

D���		
������ 
���	� -���� N�	�	 ��������� ����������; 
	N�	8�
���������� � 
���		
������ ���	� -����� ,-������; -�	∫

(f(x)g(x))′xdx = f(x)g(x) + C,


	��-��8 ∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx + C.



&�4 
����������� � 	���!���� *������/	� ��	�� 	���!�	��#��	% �
�

M��	�� �	������� C � ���������∫
f ′(x)g(x)dx,


	��-��8 O2�2P; �� �	�	�	�	 ����� ������� O2�>P; ��� ��� f ′(x)dx =
df(x); g′(x)dx = dg(x)� �
�	�8��� O2�2P O��� �	�8��� O2�>PP ���������� �����	�� 
����

��
�����
� �� 
������ ����8	���8 
��8���; �	�	��� �����8 � ��
=
���� ��������	�9 ∫ √

x2 + adx =∣∣∣∣f(x) =
√

x2 + a, df(x) =
x√

x2 + a
, g(x) = x, dg(x) = dx

∣∣∣∣ =
= x
√

x2 + a−
∫

x2dx√
x2 + a

= x
√

x2 + a−
∫ √

x2 + adx+a

∫
dx√

x2 + a
.

%�
	����� 
��������� 
��8��; 	�	�-������	 
	��-�89∫ √
x2 + adx =

x

2

√
x2 + a +

a

2
ln |x +

√
x2 + a| + C.

D����

In =

∫
dx

(x2 + a2)n
, n ∈ N, a �= 0.

D	�	H�8 g(x) = x; f(x) = (x2 + a2)−n; �	��� df(x) = −2nx(x2 +
a2)−n−1dx� D	N�	8�

In =
x

(x2 + a2)n
+2n

∫
x2dx

(x2 + a2)n+1 =
x

(x2 + a2)n
+2n

∫
x2 + a2 − a2

(x2 + a2)n+1dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2nIn − 2na2In+1.

 ���	�������	;

In+1 =
x

2na2(x2 + a2)n
+

2n − 1

2na2 In. (7.9)

D�� �!
	8 n 
	 N�	� �	�8��� 8	H�	 ��-������ �������� In+1;
��-����� ���-��� I1, I2, . . . , In� �� �H� ����8; -�	

I1 =

∫
dx

x2 + a2 =
1

a
feKWY

x

a
+ C.
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M��!��

I2 =

∫
dx

(x2 + a2)2 =
x

2a2(x2 + a2)
+

1

2a3feKWY
x

a
+ C.

,�9 �������������� ��<�����$��@ ?
�	<�
� ����� 1��B
�������	���

MD�#6#)#(%# >�.� ������� R(x) = Pm(x)
Qn(x) ; ��� Pm(x) � Qn(x)

8�	�	-���� 	� 
���8���	� x ���
���� m � n �		����������	; ����=
������ ���
���	���� �����
���
" N�	8 
�������� 8� ��F�8 �	
�	� 	 �������	����� ��	
����=

����	�	 ��������� ∫
R(x)dx,

��� R(x) R ����	������� ��������
$#M�#�� >�.� ����� R(x) 1 ���
���	���� �����
�$ *���� ���

(������� ������������� F (x) �����

 R(x)� ���������� 
����
'	���������� �����

$
6	�����������	 N�	� ��	��8� �����������8 	
���	8 	
�������

�� ��� ��H���F�E ����������; �	������������ �	�	��E 
���	���=
�� � ����� ��	��� ������� �	8
�����	� 
���8���	�� *���� H� 8�
�	���	 
������8 �E �	�8����	����
$#M�#�� >�4 O	��	���� ��	��8� ���F�� ����
��P� 2"��� ����

��
	�� Pn(x) ������
 n ����� ��������
�� � �
�� ���
������
�

Pn(x) = a0(x− x1)
α1 . . . (x− xk)

αk(x2 + p1x + q1)
β1 . . . (x2 + plx+ ql)

βl,

��� xi 1 ����
 �����
	��� Pn(x) ��������
 αi� i = 1, . . . , k� � ����

	��� x2+pjx+qj� j = 1, . . . , l� ������
��	���� ������ �� 
��"��
��

��

α1 + · · · + αk +
β1 + · · · + βl

2
= n.

D��H��; -�8 ��	�8����	���� �����!��! ��	��8�; �����8 
	=
����� ����
	���� ���
���	���� �����

 Pm(x)

Qn(x) R ���	� ����	����=
�	� �������; -�	 m < n� M-�����	; �!
�! ����	������! ����=
��! Pm(x)

Qn(x) O�	 ���� � ����!; ��� m ≥ nP 8	H�	 
������� � ����
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S(x) + Pl(x)
Qn(x) ; ��� S(x) R ���	�	��� 8�	�	-���; � l < n� 6����; ���	=

��8 ����	������� ������� ����

βi

(x − xi)αi
�

Mjx + Nj

(x2 + pjx + qj)βj
(p2

j < 4qj),

αi, βj ∈ N; R �������&
�
 ���
���	����
 ������
 ��� �	�	-� R
�������&
�
 ������
�
$#M�#�� >�3� 2"��� ����
	���� ���
���	���� �����
� ���	��

������ � ����� �������&
� ������� �� ����

Pm(x)

Qn(x)
=

k∑
i=1

αi∑
j=1

βij

(x − xj)j
+

l∑
i=1

βi∑
j=1

Mijx + Nij

(x2 + pix + qi)j
,

��

�� ��� ��'��
�
���� '���� ���	����
� ������	�"��� �����
���
��$
$�
��� 
������8 � �	������������ ��	��8� >�.�
� " ���� ��	��8� >�3 ��������∫

R(x)dx =

∫
Pm(x)

Qn(x)
dx


������������� � ���� ��88� ��������	� ����∫
S(x)dx (8.1),

∫
Aijdx

(x − xi)j
, (8.2)∫

Mijx + Nij

(x2 + pix + qi)j
dx (8.3).

%������� O>�.P R �������� 	� 8�	�	-���� R 	-�����	 ����H�����
-���� N��8�������� �������� %������� O>�4P R ��
��-��� ��������9∫

Aijdx

(x − xi)j
=

{
Aij

(1−j)(x−xi)j−1 , j �= 1,

Aij ln |x − xi|, j = 1.

%������� O>�3P 
	�������	8 
��	
���	����� ��	����� � ��88� ��
=
��-��E ��������	�9∫

Mijx + Nij

(x2 + pix + qi)j
dx =

Mij

2

∫
2x + pi

(x2 + pix + qi)j
dx+
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+

(
Nij − Mijpi

2

)∫
dx

(x2 + pix + qi)j
=

Mij

2

∫
d(x2 + pix + qi)

(x2 + pix + qi)j
+

(
Nij − Mijpi

2

)∫
dx

((x + αi)2 + βi)j
,

αi =
pi

2
, βi = qi − p2

i

4
;∫

d(x2 + pix + qi)

(x2 + pix + qi)j
=

{ 1
1−j (x

2 + pix + qi)
1−j, j �= 1,

ln |x2 + pix + qi|, j = 1.

%�������

Ij =

∫
dy

(y2 + β)j
, j ≥ 1,

��-�������� 
	�������	8 ����������	�	 �		��	F���� O2�/P� �
��"�M���	�������8� 
����	H�� 	���	�8��� 8��	� ��������� ��=

��	�����	� -���� ��������� 	� 
�������	� ����	�����	� ��	
�
P (x)/Q(x)�
���������� ��� ��������	� O>�4P; O>�3P; 8	H�	 ������� �����!=

��� ���	��9
OUP ��������� O>�4P; O>�3P 
�� j = 1 ����!��� ������	������8�

�������8� O	�� ����� �	�����8� ��� �����������P<
OUUP �������� O>�4P 
�� j > 1 �������� 
�������	� ����	�����	�

��	
�! �	 ���8�������8; �����8 �	8� H� ���-���� � ���
��� j − 1<
OUUUP �������� O>�3P 
�� j > 1 � �-��	8 ����������	� �	�8���

O2�/P ����� ��88� 
�������	� ����	�����	� ��	
� �	 ���8�����=
��8; �����8 �	8� H� ���E-���� � ���
��� j − 1; � 
���	�����	�� �
����������� ���������

KlZXW
∫

dx

x2 + pix + qi
.

"��	�� OUP; OUUP; OUUUP 
	��	��!� ����!-���; -�8� ����� ����=
	������� -���� ����	 ��������� 	� 
�������	� ��	
� P (x)/Q(x)�
D���� N�� ��	
� ���	�����8� � �� ���8������� �8��� ���

Q(x) = (x − x1)
α1 . . . (x − xk)

αk(x2 + p1x + q1)
β1 . . . (x2 + plx + ql)

βl.

�;�-��� 6����2���
 8����#��!���	 ���.������� � ������	 ���������'
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$	��� ����	������� -���� ��������� 	� N�	� ��	
� ����� ��88� 
��=
������E ����	������E ��	
��; ���8������� �	�	��E �		���������=
�	 �����

(x − x1)
α1−1, . . . , (x − xk)

αk−1,

(x2 + p1x + q1)
β1−1, . . . , (x2 + plx + ql)

βl−1.

����	������� -���� ��������� 	� ��	
� P (x)/Q(x) 
����������� �	=

	�; 	-�����	; 
��������! ����	������! ��	
� P1(x)/Q1(x); ���=
8������� �	�	�	� �8��� ���

Q1(x) = (x−x1)
α1−1 . . . (x−xk)

αk−1(x2+p1x+q1)
β1−1 . . . (x2+plx+ql)

βl−1.

D	��-����8 ��
��� ��88� ��E 
�	����F�E ��	
��; ��������� 	�
�	�	��E 
���������!� ������	������� �������� %� ���	�	� OUP �
OUUUP ��������; -�	 N�� ��88� ����� 
�������	� ����	�����	� ��	
�
P2(x)/Q2(x); ���8������� �	�	�	� �����

Q2(x) = (x − x1) . . . (x − xk)(x
2 + p1x + q1) . . . (x2 + plx + ql).

$���8 	
���	8 8� 
��E	��8 � �	�8��� M���	������	�	∫
P (x)

Q(x)
dx =

P1(x)

Q1(x)
+

∫
P2(x)

Q2(x)
dx,

" ��� 8�	�	-���� Q1(x) � Q2(x) 	
������!��� ��F� � 8	��� 
���
��-������ 
�� ����	H���� 8�	�	-����Q(x) �� 
�	��������� ��
��=
�	��8�E 8�	H�������
6�����������	; Q1(x) �������� ���
	��F�8 	
��8 ��������8

���E 8�	�	-���	� Q(x) � Q′(x) � 8	H�� 
��� ��-����� 
�� 
	8	��
���	���8� #������; �	�	��� ���������� � ����� ����
���
��	�	-��� Q2(x) 
����������� �	
	� -����	� Q(x)/Q1(x) � 8	=

H�� 
��� ��-����� 
	�������	8 ������� Q(x) �� Q1(x) G��	�
�=
�	8G�
M������� ��-������ 8�	�	-���� P1(x) � P2(x)� D	��	���� ��	=


� P1(x)/Q1(x) � P2(x)/Q2(x) ����!��� 
��������8�; 8�	�	-����
P1(x) � P2(x) ����������	 ������ ��� 8�	�	-���� � ��	
���������=
8� �	N���������8� ���
��� �� ������� ��H�; -�8 Q1(x) � Q2(x)
�		����������	� 6�� ��-������� ��������E ��	
���������E �	N�=
�������	� ������� 
�	�����������	���� �	�8��� M���	������	=
�	; 
������� ��������� �����������	����� � 	
��8� ���8������!
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� �	
	������� �	N��������� 
�� 	�����	��E ���
���E x � -����=
����E�
���	� M���	������	�	 	�	
���	 N���������; �	��� �	��� Q(x)

� 	��	��	8 ����!��� ������8� ��� �	��� �������� �����������
��E	H����� �	���� Q(x)�
D�%�#� >�.� ���	�	8 M���	������	�	 ��-����8∫

6 − 7x − x2

x4 − 2x3 + 3x2 − 2x + 1
dx.

%8��8
Q(x) = x4 − 2x3 + 3x2 − 2x + 1,

Q′(x) = 4x3 − 6x2 + 6x − 2.

(��
	��F�� 	
��� �������� N��E 8�	�	-���	� �����

Q1(x) = x2 − x + 1.

D	����� Q(x) �� Q1(x) G��	�
��	8G; �����8

Q2(x) = x2 − x + 1.

P1(x) � P2(x) �����8 ��� 8�	�	-���� 
���	� ���
��� � ��	
����=
�����8� �	N���������8�; � �	�8��� M���	������	�	 
����8���
���∫

6 − 7x − x2

x4 − 2x3 + 3x2 − 2x + 1
dx =

Ax + B

x2 − x + 1
+

∫
Cx + D

x2 − x + 1
dx.

D�	�������������8 N�� �	�8���9

6 − 7x − x2

x4 − 2x3 + 3x2 − 2x + 1
=

=
A(x2 − x + 1) − (Ax + B)(2x − 1)

x2 − x + 1
+

Cx + D

x2 − x + 1
.

��������� �����������	����� 
���	��8 � 	
��8� ���8������!;

	��� -��	 �	
	�������8 -��������� D	��-�8

6−7x−x2 = A(x2−x+1)− (Ax+B)(2x−1)+(Cx+D)(x2−x+1).
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 �������� �	N��������� 
�� x0, x1, x2 � x3; 
	��-�8 �����8� ����=
�����

C = 0,

−A + D − C = −1,
−2B − D + C = −7,
A + B + D = 6.




��F�� N�� �����8�; �����8 A = 2; B = 3; C = 0; D = 1� $���8
	
���	8 �	�8��� M���	������	�	 
����8��� ���∫

6 − 7x − x2

x4 − 2x3 + 3x2 − 2x + 1
dx =

2x + 3

x2 − x + 1
+

∫
dx

x2 − x + 1
.

"�-����8 �������� � 
���	� -����9∫
dx

x2 − x + 1
=

∫
dx

(x − 1/2)2 + 3/4
=

2√
3
feKWY

2x − 1√
3

+ C.

M�	�-������	 �8��8∫
6 − 7x − x2

x4 − 2x3 + 3x2 − 2x + 1
dx =

2x + 3

x2 − x + 1
+

2√
3
feKWY

2x − 1√
3

+ C.

,�* �������������� ��	�����@ ����<�����$��@ ?
�	<�


����8	���8 ��
��� ���	�	��� ��
� ��������	� 	� ������	����=
��E �������� %������� ����∫

R

(
x,

(
ax + b

cx + d

)r1

, . . . ,

(
ax + b

cx + d

)rn
)

dx, (9.1)

��� rk ∈ Q; k = 1, . . . , n; a, b, c, d ∈ R; ad − bc �= 0; 
	�����	��	�

ax + b

cx + d
= tp,

��� p R ���8���F�� 	
��� ���8������� ��	
�� r1, r2, . . . , rn; 
���	=
����� � ��������� 	� ����	�����	� �������� 6�����������	; ��E	=
��8

x =
dtp − b

ctp − a
, dx = tp−1p(ad − bc)

(ctp − a)2 dt. (9.2)

D	�������� O/�4P � �������� O/�.P; 
	��-�8 ���
��8	��
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�

%�������� ����∫
R(x,

√
ax2 + bx + c)dx, a �= 0, b2 − 4ac �= 0,

8	H�	 ������ � ���������8 	� ����	������E ������� 
	�������	8
����������� C�	����9√

ax2 + bx + c = ±t ±√
ax, a > 0,√

ax2 + bx + c = ±tx ±√
c, c > 0,√

ax2 + bx + c = ±t(x − x1), b2 − 4ac > 0,

��� x1 R 	��� �� �	���� ��������	�	 ���E-���� ax2 + bx + c�
%������� ���� ∫

xm(axn + b)pdx, (9.3)

��� a, b ∈ R; m, n, p ∈ Q; 
��-�8 a, b, n, p �= 0; ������!� 
������	��
�� �
�������
�	����� �
����� %������� O/�3P ��	����� � ���������
	� ����	�����	� ������� � �����!��E ���E ���-��E9

p ∈ Z R 
	�����	��	� x = tq, ��� q R 	
��� ���8������� m, n;
m+1

n ∈ Z R 
	�����	��	� axn + b = tq, ��� q R ���8������� p;

p + m+1
n ∈ Z R 
	�����	��	� a + bx−n = tq, ��� q R ���8������� p.

M�8���8; -�	 N�� ���-�� 
��� �������� ��� (�!�	��; �	 ��F�
� �������� \+\ �� ����!����� ������� 8���8���� D� )� ��
�F��
�	�����; -�	 �������� O/�3P � �����E ���-��E �� ����H����� -����
N��8�������� ��������
%������� ���� ∫

R(sin x, cosx)dx

8	H�	 ������ � ��������� 	� ����	�����	� ������� 
	�������	8

	�����	��� t = WYx

2 ; 
	��	����

sin x =
2t

1 + t2
, cos x =

1 − t2

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
.

%������� ���� ∫
R(Xhx, Khx)dx

�������! 7	��� ���.�����1� � ���������� ��-���� � 4� ��' ?�!���% � F��	/����� ���2�
"�$ 
���2 ����	 *� �� 5����� � ?�����'
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�

8	H�	 ����	�������	���� 
	�������	8 
	�����	��� t = Whx
2 ; 
��

N�	8

Xhx =
2t

1 − t2
, Khx =

1 + t2

1 − t2
, dx =

2dt

1 − t2
.



��	

$ �
��%�����#�� ��
 !��

! ��
� ��
� 
� (���
������1 ��

(���
������1 2�
 ������� �� ��!

������	 �( &�� ����3�� $�����1

���� ���� �����������	 ��
� %� ����

0�) 1(��������� ��������� 3�:��� � ���������� +���


D���� [a, b] ⊂ R R ���	�	��� 	����	�< f : [a, b] → R R ���	�	���
�������� M����	� [a, b] ���	
��8 �� n -����� �	-��8� a = x0 < x1 <
· · · < xn−1 < xn = b � 
���8 �	�	����; -�	 
�	���	���	 ����
��
� r
	������ [a, b] �� 	������ [xi, xi+1]; i = 0, 1, . . . , n − 1� 6���� 	������
[xi, xi+1] ���	��8�� 	
	���-��� -���� ∆xi; � max{∆xi : i = 0, . . . , n−
1} = λr� (� ��H�	8 	������ [xi, xi+1] ��
���8 
�	���	����! �	-��
ξi � �	�����8 ��88�

Sr =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi.

#� ������!� 
������	���� ������ !
���� ������� f �� 	������
[a, b] � ���
�����8 r � 
�	8�H��	-��8� �	-��8� ξi�
MD�#6#)#(%# .�.� E������	��
 !
���� �� �����

 f ��

������� [a, b] ���������� �	��-��� 
�����

lim
λr→0

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi =

b∫
a

f(x)dx = IR, (1.1)

���� 	� �� ������� 	� ��
	�� ���
����� � �	-�� ξi�
%��-� �	�	��; IR ���� ���	� -���	; -�	 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀r ∀{ξi}

(λr < δ ⇒ |Sr − IR| < ε)� (������	 ������; -�	 8� ���� 	
������=
��� ��������� ��8��� � ��E� 	
��������� 
������ 
	 &	F�� 6���8
��
��� 	
��������� ��������� ��8��� � ��E� 	
��������� 
������

	 ������
MD�#6#)#(%# .�4� D���� {rk} R 
	����	�������	��� ���
��=

��� rk = {a = xk
0 < xk

1 < · · · < xk
nk

= b} �����; -�	 λrk =

max
1≤i≤nk

{∆k
i } → 0 
�� k → ∞� $	��� 
������	�� !
���� �� �����





1�� -��������	� 	���!���� 3	���� 	 	���!����# ���$� ���

f �� ������� [a, b] ���������� �	��-��� 
�����

lim
k→∞

Srk = lim
k→∞

nk−1∑
i=0

f(ξk
i )∆xk

i =

b∫
a

f(x)dx = IR,

���� 	� �� ������� 	� ��
	�� ���
����� rk � 
�	8�H��	-��E �	-��
ξk
i ∈ [xk

i , x
k
i+1]�

,D��d(#(%# .�.� 6	������ N����������	��� 	
��������� .�.
� .�4�
MD�#6#)#(%# .�3� ������! f : [a, b] → R; ��� �	�	�	� ����=

������ 
����� O.�.P; ������!� 
�����
������ �� !
���� ���������
��	H����	 ���E ����������8�E 
	 ��8��� �� 	������ [a, b] �������

���8 	
	���-��� ��8�	�	8 R[a, b]

%8��� 8���	 ��
���
� #�&
 ����������8	��� ��������
$#M�#�� .�.� (f ∈ R[a, b]) ⇔ (∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀r, r′ ∀{ξi}, {ξ′i}

(λr, λr′ < δ ⇒ |Sr − Sr′| < ε)�
,D��d(#(%# .�4� 6	������ ��	��8� .�.�
,����	��8 ��
��� �������
��� ��	��
� ����������8	��� 
	 ��=

8����
$#M�#�� .�4� /�	
 �����
� f 
�����
����� �� ������� [a, b]�

�� ��� �����

��� �� ���$
� D���
	�	H�8; -�	 ����������8�� ������� �� �������� 	���=

��-���	�� ����8	���8 �����������! ��88�

Sr =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi,

�		��������!��! 
�	���	���	8� ���
����! r� #��� f ��	�����-���
�� [a, b]; �	 ���������� 	����	� O���H�8; [xi, xi+1]P; �� �	�	�	8 f

�	H� ��	�����-���� %8��8

Sr = f(ξi0)∆xi0 +
∑
i �=i0

f(ξi)∆xi = f(ξi0)∆xi0 + A.

D	��	���� f ��	�����-��� �� [xi0, xi0+1]; �	 �� 8���� ����-��� A;
8� 8	H�8 ��	�� ��	��	 �����-��� -���	 |f(ξi0)|∆xi0; ��
��� 
	�=
E	����8 	
���	8 �	-�� ξi0 ∈ [xi0, xi0+1]� � 
	��	����

|Sr| ≥ |f(ξi0)|∆xi0 − |A|,
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�	 	��!�� ������� f /∈ R[a, b]� D�	���	��-�� � ���	���8 ��	��8���
,����	������� ��	��8� 
	��	���� ��8 � �������F�8 	
E	������

�	���	 	�����-����8� �������8�� D�� ������	����� ����������=
8	��� ������� 
���!� 
	����� ��� �������8�� 
������	� %����
��
MD�#6#)#(%# .�3� D���� f : [a, b] → R R 	�����-����� ����=

���< r = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} R 
�	���	���	� ���
�����
	������ [a, b]� D	�	H�8 mi = inf

[xi,xi+1]
f(x); � Mi = sup

[xi,xi+1]
f(x); ���

i = 0, 1, . . . , n − 1� �����

Sr =

n−1∑
i=0

mi∆xi, Sr =

n−1∑
i=0

Mi∆xi

������!��� �
���� � ������� ������
 %���� �		����������	�
M-�����	; Sr ≤ Sr�
D���� r1, r2, r3 R ���
����� 	������ [a, b]� #��� ��� �	-�� ���
�=

���� r1 
�������H�� ���
����! r2; �	 
���8 
����� r1 ⊂ r2� #���
8�	H����	 �	-�� ���
����� r3 �	��	�� �� �	-�� ���
����� r1 � r2;
�	 8� 
���8 
����� r3 = r1 ∪ r2�
)#��� .�.� (r ⊂ r′) ⇒ (Sr ≤ Sr′ ≤ Sr′ ≤ Sr)�
� D���� r = {x0 < x1 < · · · < xn}; � r′ = {x0 = x0

0 < x1
0 < · · · <

xm0

0 < x1 = x0
1 < · · · < xm1

1 < x2 = x0
2 < · · · < x

mn−1

n−1 < xn}� $	���;
	-�����	;

mj
i = inf

x∈[xj
i ,x

j
i+1]

f(x) ≥ inf
x∈[xi,xi+1]

f(x) = mi,

� 
	N�	8�

Sr =

n−1∑
i=0

mi∆xi =

n−1∑
i=0

mi

mj−1∑
j=0

∆xj
i ≥

n−1∑
i=0

mj−1∑
j=0

mj
i∆xj

i = Sr′.

�� �	������ 
���	� ����������	� $����� �	���������� ����	��-=
�	; � ��	�	� 	-�����	� �
)#��� .�4� ∀r1, r2 Sr1

≤ Sr2
�

� 6�����������	; Sr1
≤ Sr1∪r2

≤ Sr1∪r2
≤ Sr1

. �

�C�� )����� ,���� ���3������� � 4���/� ���	 ���������� � ������ ������ �������� �
������� ��������
����#� ����� �'



1�� �#%�( 	���!���� 3	���� 	 	���!����# ���$� ���

MD�#6#)#(%# .�5� �����

inf
r

Sr = ID � sup
r

Sr = ID

���	��8 �����
� � �
��
� 
������	��
 %���� ������� f �� 	�=
����� [a, b]�
$#M�#�� .�3� ����� �����
� f : [a, b] → R �����

���$ *����

��(�����"� ID, ID ∈ R�
� ����8	���8 8�	H����	 {Sr : r R ���
����� } ���E ���E��E

��88 6��
� ������� f �� 	������ [a, b]� " ���� ��88� .�4 	�	 	���=
��-��	 ����� �!
	� ��H��� ��88	� 6��
� ������� f �� 	������
[a, b]� " ���� 
�����
� �	-�	� ��H��� ����� ∃!ID = inf

r
Sr�

����	��-�	 ��������������� �������	����� � ����������	��� ��H=
���	 ��������� 6��
�� �

0�/ ���;$ ��������� 3�:��� � ���������� +���


 ��H�8 ��
��� 
	����� ��������� ��8��� � ��������	� 6��
��
 �	�8������8 ��� ��
	8	��������E �����H�����9

A := (∀ε > 0 ∃r (r − ���
�����) (Sr − Sr < ε)).

B := (∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀r (r − ���
�����)

(λr < δ ⇒ Sr − Sr < ε)).

)#��� 4�.� (ID = ID) ⇔ A�
� %� ID = ID �������; -�	 ∃r1, r2 �����; -�	 ID − ε/2 < Sr1

;
ID + ε/2 > Sr2

� $	��� 
�� r = r1 ∪ r2 �8��8

ID − ε/2 < Sr1
≤ Sr ≤ Sr ≤ Sr2

< ID + ε/2,

�	 ���� Sr − Sr < ε�
D���� r R ���
�����; ��� �	�	�	�	 ��
	����	 A� $	���

Sr ≤ ID ≤ ID ≤ Sr,

	����� ID − ID < ε� (	 ε > 0 8	H�	 
���� ��� ��	��	 8���8; �
����	��� ID − ID �� ������� 	� r� D	N�	8� ID = ID� �
)#��� 4�4� A ⇔ B�
� ,����H����� A �� �����H����� B ������� ���������	�



1�� �#%�( 	���!���� 3	���� 	 	���!����# ���$� ���

D���� r∗ R ���
�����; ��� �	�	�	�	 ��
	����	 A� "�
���8 δ > 0

	 ε � r ���; -�	
� 
��� ��
	����� �����������{

2δ < x∗
i+1 − x∗

i , i = 0, . . . , n − 1, x∗
i ∈ r∗,

4nδM < ε, M = sup
[a,b]

|f(x)|.

$�
��� 
���� r R ���	�	�	� 
�	���	���	� ���
�����; � �	�	�	�	

λr < δ� $	��� �8��8 Sr − Sr =
′∑
i

(Mi − mi)∆xi +
′′∑
j

(Mj − mj)∆xj,

��� ��88�
∑′ ����� 
	 ��8 	������8 ���
����� r; �	�	��� �	���H��

�	-�� ���
����� r∗; � ��88�
∑′′ ����� 
	 	�������8 	������8�

" ��88�
∑′ �� 
	��� 2n ������8�E R 	��� 	����	� 
	�������

�	-�� a; � ����	� R �	-�� b; � ∀x∗
i ∈ r∗ 
	��������� �� 
	��� -�8

���8� 	������8� ���
����� r� %8��8
′∑
i

(Mi−mi)∆xi ≤ 2Mδ·2n < ε.

 �88�
∑′′ ��
�F�8 ����� �����	� ��88�

′′∑
j

=
∑
k

∑k; ���
∑k

	
	���-��� ��88� ������8�E
∑′′; 
	
��F�E � 	��� 	����	� [x∗

k, x
∗
k+1]

���
����� r∗� %8��8
′′∑
j

(Mj − mj)∆xj =
∑
k

∑k(Mk − mk)∆xk ≤∑
k

(M∗
k − m∗

k)
∑k ∆xk ≤ ≤∑

k

(M∗
k − m∗

k)∆x∗
k ≤ Sr∗ − Sr∗ < ε.

D	N�	8� Sr − Sr < 2ε ��� ���E ���
����� r; ��� �	�	��E λr <
δ. �
)#��� 4�3� B ⇔ (f ∈ R[a, b])�
� %� 	
��������� 4�. �������; -�	 ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀r ∀{ξi} Or R

���
�����P (λr < δ) �8�!� 8���	 �����������

IR − ε/2 ≤
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi ≤ IR + ε/2.

0��� ���E�!! � ��H�!! ����� 
	 ξi ∈ [xi, xi+1]; 
	��-�8

IR − ε/2 ≤ Sr ≤ Sr ≤ IR + ε/2,

-�	 � ���
	���	���
6	��H�8 �����H����� � 	
�����! ��	�	��� 6�� �!
	�	 ���
��=



1�" ��������� � ����#	% 	���!�	�������	 �� 3	���� ���

��� r; ��	�����	��!���	 B; �8��8

Sr ≤
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi ≤ Sr.

D	��	���� B ⇔ A ⇔ (ID = ID); �	 Sr ≤ ID = ID ≤ Sr� D	�	H��
ID = ID = IR; 
	��-�8

|IR −
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi| ≤ Sr − Sr < ε. �

%� N��E ��88 �������
$#M�#�� 4�.� ����� �����
� f : [f, b] → R �����

���$ *����

(f ∈ R[a, b]) ⇔ (ID = ID)�
D�%�#� 4�.� D������8 
��8�� 	�����-���	�; �	 �� ���������=

�8	� 
	 ��8��� �������� 6�� ������� 6���E�� D(x); ����	� ���=
���� �	 ���E ����	������E � ���! �	 ���E ������	������E �	-��E;
���E��� �������� 6��
� �� 	������ [0, 1] ����� 1; � ��H��� R 0� *��=
-��; ������� 6���E�� E	�� � 	�����-��� �� [0, 1]; �	 ������������=
8�� D	N�	8� �������� 
	��� �	����	-��E ���	��� ����������8	���
������� �� 	�������
D�%�#� 4�4� D���� f(x) = 1 �� 	������ [a, b]� $	���

b∫
a

f(x)dx =

∫ b

a

dx = b − a.

6�����������	;

Sr = Sr =
n−1∑
i=0

∆xi = x1 − a + x2 − x1 + · · · + b − xn−1 = b − a.

0�6 +������'��� 
������ ��������
�:���� (� 3�:��


����8	���8 ��
��� �	����	-��� ���	��� ����������8	����
$#M�#�� 3�.� (f ∈ C[a, b]) ⇒ (f ∈ R[a, b])�
� *�
�F�8 ����	��� ��88 6��
�9

Sr − Sr =

n−1∑
i=0

(Mi − mi)∆xi,



1�" ��������� � ����#	% 	���!�	�������	 �� 3	���� ���

��� Mi = sup
[xi,xi+1]

f(x), � mi = inf
[xi,xi+1]

f(x)� D	��	���� f ∈ C[a, b] ⇒
f ∈ C[xi, xi+1]; � 
	 ��	��8� "����F������ 	 8����8����	8 ���-�=
��� ��
������	� ������� ∃x′′

i , x
′′
i ∈ [xi, xi+1] f(x′

i) = Mi; f(x′′
i ) =

mi� D	 ��	��8� &���	�� 	 ����	8���	� ��
������	��� ��� ����	�	
ω > 0 
	�
���8 α > 0 ���	�; -�	 ∀x′, x′′ ∈ [a, b] (|x′ − x′′| < α ⇒
|f(x′) − f(x′′)| < ω).
$�
��� 
	 ����	8� ε > 0 �	��8�8 δ = min{α, ε/ω}; � 
���� r R


�	���	���	� ���
����� ���	�; -�	 λr < δ� $	���

Sr − Sr =
n−1∑
i=0

(Mi − mi)∆xi =
n−1∑
i=0

(f(x′
i) − f(x′′

i ))∆xi < ω · ε

ω
= ε.

" ���� ��88� 4�3 
	��-��8 ���
��8	�� �
$#M�#�� 3�4� +��������� �� ������� [a, b] �����
� 
�����
�

����� �� !
���� �� ���$
� D���� ��� 	
��������	��� ������� f 8	�	�	��	 �	�������� ��

[a, b]� #��� f(a) = f(b); �	 ������� 
	��	����; � 
	N�	8�

Sr − Sr =
n−1∑
i=0

(Mi − mi)∆xi = (f(a)− f(a))
n−1∑
i=0

∆xi = 0 · (b − a) = 0

��������8	 	� ���
����� r�
#��� f(a) < f(b); �	 ��� ����	�	 ε > 0 �	��8�8

δ <
ε

f(b) − f(a)
,

� 
���� r R 
�	���	���	� ���
�����; ��� �	�	�	�	 λr < δ� $	���

Sr − Sr =
n−1∑
i=0

(Mi − mi)∆xi =
n−1∑
i=0

(f(xi+1) − f(xi))∆xi ≤

δ
n−1∑
i=0

(f(xi+1) − f(xi)) = δ(f(b) − f(a)) < ε. �



1�& �#����#� 	���!���� 3	���� ���

0�, ���
���� ��������� 3�:���

 "M' $"M . O��������	���P� ����� c ∈ [a, b]$ *���� (f ∈ R[a, b])

⇔ (f ∈ R[a, c] ∧ f ∈ R[c, b])� ��

��

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx +

b∫
c

f(x)dx.

� D���� f ����������8� �� [a, b]� $	��� ��� ����	�	 ε > 0 
	�
�=
��8 δ > 0 ���	�; -�	 ��� �!
	�	 ���
����� r 	������ [a, b] � λr < δ
��
	����	��

Sr − Sr < ε.

D���� ��
��� r∗ R ���
����� [a, b]; �	���H���� �	-�� r � �	-�� c�
$	��� 
	 ��88� .�.

ε > Sr − Sr ≥ Sr∗ − Sr∗ = (S
′
r∗ − S ′

r∗) + (S
′′
r∗ − S ′′

r∗),

��� S
′
r∗(S

′′
r∗) � S ′

r∗(S
′′
r∗), R ��88� 6��
� �� 	������ [a, c] ([c, b])�

6	�����������	 	
����	�	 �����H����� ����	��-�	� �
 �	����	 . 
	��	���� ���F����� 	
��������� ���������; �8���	;

� ���-�� a = b 
	�	H�8
a∫

a

f(x)dx = 0,

b∫
a

f(x)dx = −
a∫

b

f(x)dx.

 "M' $"M 4 O������	���P� ����� f, g ∈ R[a, b]� c ∈ R$ *����
f + g ∈ R[a, b]� cf ∈ R[a, b]� ��

��

b∫
a

(f(x) + g(x))dx =

b∫
a

f(x)dx +

b∫
a

g(x)dx,

b∫
a

cf(x)dx = c

b∫
a

f(x)dx.

� D	 	
��������! ��������� � �		��������!��8 ��	�����8 
��=
���� �8��8

b∫
a

(f(x) + g(x))dx = lim
λr→0

n−1∑
i=0

(f(ξi) + g(ξi))∆xi =



1�& �#����#� 	���!���� 3	���� ���

lim
λr→0

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi + lim
λr→0

n−1∑
i=0

g(ξi)∆xi =

b∫
a

f(x)dx +

b∫
a

g(x)dx.

b∫
a

cf(x)dx = lim
λr→0

n−1∑
i=0

cf(ξi)∆xi = c lim
λr→0

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi = c

b∫
a

f(x)dx. �

 "M' $"M 3 O����������8	��� 
�	��������� � -����	�	P������
f, g ∈ R[a, b]$ *���� fg ∈ R[a, b] 
 f/g ∈ R[a, b]� ��	
 |g(x)| > c > 0

�� [a, b]�
� M
	���-�8 -���� Mf,i = sup

[xi,xi+1]
f(x); mf,i = inf

[xi,xi+1]
f(x)� 6��

�!
�E ξ, η ∈ [xi, xi+1] �8��8

|f(ξ)g(ξ)− f(η)g(η)| ≤ |f(ξ)| · |g(ξ) − g(η)| + |g(η)| · |f(ξ) − f(η)| ≤
Kf(Mg,i − mg,i) + Kg(Mf,i − mf,i).

1

g(ξ)
− 1

g(η)
=

g(η) − g(ξ)

g(ξ)g(η)
≤ 1

c2 (Mg − mg),

��� Kf = sup
x∈[a,b]

f(x).

"��� �	-��� ���E��� ����� ����E -����� 
	��-����E ����������

	 ξ, η ∈ [xi, xi+1]; �8�	H�� �E �� ∆xi � 
�	��88��	��� 
	 i; 
	��=
-�8
n−1∑
i=0

(Mfg,i−mfg,i)∆xi ≤ Kf

n−1∑
i=0

(Mg,i−mg,i)∆xi+Kg

n−1∑
i=0

(Mf,i−mf,i)∆xi,

n−1∑
i=0

(M1/g,i − m1/g,i)∆xi,≤ 1

c2

n−1∑
i=0

(Mg,i − mg,i)∆xi.

$�
��� ��� ����	�	 ε > 0 �����8 ���
����� r1 � r2 �����; -�	

Sr1
(f) − Sr1

(f) < ε, Sr2
(g) − Sr2

(g) < ε.

"���� 
���	�	 �� 
	��-����E 
���� N��8 ���������� ��� ���
�����
r = r1 ∪ r2 �8��8

Sr(fg) − Sr(fg) < (Kf + Kg)ε,
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	��	���� f, g ∈ R[a, b]� "�	�	� �����H����� �	���������� ����	=
��-�	� �
 "M' $"M 5� OUP ����� f, g ∈ R[a, b]� ∀x ∈ [a, b] (f(x) ≤ g(x))�

�����
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

g(x)dx.

OUUP ����� f ∈ R[a, b]� ����� 
 |f | ∈ R[a, b]� ��

��∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|f(x)|dx ≤ M(b − a),

��� M = sup
x∈[a,b]

|f(x)|�
� OUP %�
	����� ��	����� 
������ �8��8

b∫
a

f(x)dx = lim
λr→0

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi ≤ lim
λr→0

n−1∑
i=0

g(ξi)∆xi =

b∫
a

g(x)dx.

OUUP D	��H�8 ���-���; -�	 |f | ∈ R[a, b]� D	��	���� ��� �!
�E
ξ, η ∈ [a, b] �8��� 8���	 ����������	

||f(ξ)| − |f(η)|| ≤ |f(ξ) − f(η)|,
�	 �� ��H�	8 	������ [xi, xi+1] ���
����� r 	������ [a, b] �8��� 8���	
�		��	F����

M i − mi ≤ Mi − mi,

��� M i = sup
x∈[xi,xi+1]

|f(x)|; mi = inf
x∈[xi,xi+1]

|f(x)|; � Mi � mi R �		�=

�������!��� ����-��� ��� f � D	N�	8� ����	��� ���E��� � ��H���
��88 6��
� ��� ������� |f | �� 
���	�E	��� ����	��-�	� ����	���
��� ������� f 9

Sr(|f |) − Sr(|f |) =

n−1∑
i=0

(M i − mi)∆xi ≤
n−1∑
i=0

(Mi − mi)∆xi ≤

Sr(f) − Sr(f).



1�& �#����#� 	���!���� 3	���� ��	

$�
���; 
	��	���� ∀x ∈ [a, b] (−|f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|); �	 � ����
OUP �8��8

−
b∫

a

|f(x)|dx ≤
b∫

a

f(x)dx ≤
b∫

a

|f(x)|dx.

(���������	
b∫

a

|f(x)|dx ≤ M(b − a)

	-�����	� �
$#M�#�� 5�. O��	��8� 	 ������8P� ����� f, g ∈ R[a, b] 
 ∀x ∈

[a, b] (g(x) ≥ 0)$ *����

b∫
a

f(x)g(x)dx = γ

b∫
a

g(x)dx,

��� m ≤ γ ≤ M, m = inf
x∈[a,b]

f(x); M = sup
x∈[a,b]

f(x)�

� D	��	���� g(x) ≥ 0; �	 mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x) �� [a, b]�
M��!�� ����� ��	���� 4;5 �8��8

m

b∫
a

g(x)dx ≤
b∫

a

f(x)g(x)dx ≤ M

b∫
a

g(x)dx.

#���
b∫

a

g(x)dx = 0,

�	 ��������	 	-�����	� #��� H� ���; �	 
	�	H�8

γ =

b∫
a

f(x)g(x)dx

b∫
a

g(x)dx

. �

 )#6 $"%# 5�.� ����� � ��	��
�� ������� A$: f ∈ C[a, b]$



1�1 ����!��� ��� '����	% #��)��!� �������� >������ 
(7���� @ <��$�	�����

*���� ��(������� ��
�� ξ ∈ [a, b] ������ 
��

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

b∫
a

g(x)dx.

� ��������� ������� �� ��	��8� 0	�����	 = &	F� 	 
�	8�H��	-=
�	8 ���-����� �

0�0 �������� 	�	 ?
�	<�� ���@���� (������� ���:
�� !$�B
���� B "�
���<�

D���� f ∈ R[a, b]� *�8���8; -�	

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

f(t)dt,

�	 ���� �� �8��� �����	�	 ���-����; ����� 
���� Ox ��� tP ��	�� 
	�
����	8 	
��������	�	 ����������
D���� x ∈ [a, b]< ����8	���8 ������!

F (x) =

x∫
a

f(t)dt.

*�8���8; -�	

F (a) =

a∫
a

f(t)dt = 0, F (b) =

b∫
a

f(t)dt.

$#M�#�� 7�.� (f ∈ R[a, b]) ⇒ (F ∈ C[a, b])� /�	
 �������� f

���������� � ��
�� x0 ∈ [a, b]� �� F �
�������
����� � ��
�� x0�

 F ′

x0
= f(x0)�

� #��� ������� ����������8� �� 	������ [a, b]; �	 	�� 	�����-���
�� ��8� D���� |f(t)| ≤ M 
�� a ≤ t ≤ b� $	��� 
�� x′, x′′ ∈ [a, b]

�8��8

|F (x′′) − F (x′)| =

∣∣∣∣∣∣
x′′∫

a

f(t)dt−
x′∫

a

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

x′′∫
x′

f(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M(x′′ − x′)
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� ���� ��	��8� 	 ������8� �� ����8; -�	 ��� ����	�	 ε > 0 |F (x′′)−
F (x′)| < ε; ���� �	���	 |x′′ − x′| < δ = ε/M � L��8 �	������ ��
��=
����	��� �; 
	��� �	�	; ����	8����� ��
������	��� ������� F �
D���� ��
��� f ��
������� � �	-�� x0� 6�� ����	�	 ε > 0 ��=


���8 δ > 0 ���; -�	 |f(t) − f(x0)| < ε ��� �	���	 |t − x0| < δ �
a ≤ t ≤ b� $	��� 
�� x0 − δ < s ≤ x0 ≤ t < x0 + δ � a ≤ s < t ≤ b
�8��8∣∣∣∣F (t) − F (s)

t − s
− f(x0)

∣∣∣∣ = 1

t − s

∣∣∣∣∣∣
t∫

s

f(u)du − f(x0)(t − s)

∣∣∣∣∣∣ ≤

1

t − s

t∫
s

|f(u)− f(x0)|du <
ε(t − s)

t − s
= ε.

 ���	�������	; F ′
x0

= f(x0). �

" ���-�� f ∈ C[a, b] �������

F (x) =

x∫
a

f(t)dt


����; 	-�����	; 
���		
����	� ������� f �
$#M�#�� 7�4 O(�!�	�� = )��
����P� /�	
 f ∈ R[a, b] 
 ��(��

������ ������������� Φ(x) ������� f �� [a, b]; �	

b∫
a

f(x)dx = Φ(b) − Φ(a).

� D���� Φ R 
�	���	����� 
���		
������ ������� f �� [a, b]� $	=
��� Φ(x) = F (x) + C; ��� F (x) 	
�������� ��F�� D	��	���� Φ(a) =
F (a) + C; � F (a) = 0; �	 Φ(a) = C� *��-��; F (x) = Φ(x) − Φ(a)� %

�� x = b 
	��-��8

F (b) =

b∫
a

f(t)dt = Φ(b) − Φ(a). �



1�1 ����!��� ��� '����	% #��)��!� �������� >������ 
(7���� @ <��$�	�����

D������8 ������ -���	 ��
	�����8�� �������� �	�8��� (�!=
�	�� = )��
����9

b∫
a

f(x)dx = Φ(x)

∣∣∣∣
x=b

x=a

= Φ(x)

∣∣∣∣
b

a

= Φ(b) − Φ(a);

b∫
a

F ′
xdx =

b∫
a

dF (x) = F (x)

∣∣∣∣
b

a

= F (b) − F (a),

���� F R �������������8�� �� (a, b)�������; 
�	���	���� �	�	�	�
��
������� �� [a, b]�
$�	��8� (�!�	�� = )��
���� �������� 	��	��	� ��	��8	� 	��	=

8���	�	 ��$�(Q�; 
	��	���� 	�� ������������� ����� 8�H�� ��	
��=
�������8 � 	
���������8 ���������8�� D	������� N�	� �����!; 
�=
������8 �� 	
���������� �������� 	��	���� �
	�	
� ��������	��=
��� ��	
��������	�	 ����������
 )#6 $"%# 7�.� ����� f 
 g 1 ���������� �
�������
������

�� [a, b] �����

$ *����

b∫
a

f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)

∣∣∣∣
b

a

−
b∫

a

f(x)g′(x)dx.

� %��������� ��������	

(f(x)g(x))′x = f ′
x(x)g(x) + f(x)g′x(x),

� �-��	8 ��
������	���; � ���-��; � ����������8	��� ��������!=
��E � ��8 ������� 
	��-�8

b∫
a

(f(x)g(x))′xdx =

b∫
a

f ′
x(x)g(x)dx +

b∫
a

f(x)g′x(x)dx,

	����� ���
��8	� 
	��-����� 
	��� 
��8������ ��	��8� 7�.� �
 )#6 $"%# 7�4� ����� f ∈ C[a, b]� � ϕ : I → [a, b] ����������

�
�������
������ �����
� �� ������� I � ������
 c = ϕ−1(a) 

d = ϕ−1(b)$ *���� �������	
�� ���������

b∫
a

f(x)dx =

d∫
c

f(ϕ(t))ϕ′
tdt.



1�2 -��������	� 	 �#����#� ����$��#����!� 	���!���� 3	���� ���

� D���� F � Φ R 
���		
������ ������� f � f(ϕ(t))ϕ′
t. %8��8

Φ(t) = F (ϕ(t)) + C. D	N�	8� Φ(d) − Φ(c) = F (b) − F (a) � ����
��	��8� 7�.� �

0�8 1(��������� � ���
���� �������������� ��������� 3�B
:���

(�
	8��8; -�	 8� 	
�������� �������� ��8��� 
�� �	
�!�����
���E ���	���9 OUP 	�����-���	��� 8�	H�����; �� �	�	�	8 ���������=
���� ������� O� ��F�8 ���-�� N�	 
�� 	����	� [a, b]P< OUUP 	�����-��=
�	��� ����������8	� �������� M����	; �������� ��8��� �	
������
	
	
����� 
�� ����F���� N��E ���	���� " ���	8 ���-�� 	� ������=
���� ������������� 
������	�� !
�����
MD�#6#)#(%# 1�.� D���� f : [a, b) → R; 
��-�8−∞ < a < b <

+∞; � 
�� �!
	8 b′ ∈ (a, b) ������� f ∈ R[a, b′]; � � 	������	���
�	-�� b ������� f ��	�����-���� O" ���� ��	
E	��8	�	 ���	���
����������8	��� f /∈ R[a, b)P� 7������������ 
������	�� �������
�
�� 	� ������� f �� 
�	8�H���� [a, b) ������!� 
�����

b∫
a

f(x)dx = lim
b′→b−

b′∫
a

f(x)dx,

����; ����8�����; 	� ����������� " ���	8 ���-�� ��� �	�	���; -�	
��������

b∫
a

f(x)dx

����
���; � � 
�	����	8 ���-�� �	�	���; -�	 	� ������
��� ��� ��
���������� ��� ���	
�������� ��8��	� ���������
����	��-�	 	
���������� �������� ��� ������� f : (a, b] → R;


��-�8 f ∈ R[a′, b] ∀a′ ∈ (a, b); �	 � 	������	��� �	-�� a �������
��	�����-����
D�%�#� 1�.� %�������

1∫
0

dx

xα
(6.1)
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�� α > 0 ��	�����	���� ���8 ���
	�����8 	
��������� 1�.� ���=
�8	���8 
�� α �= 1

lim
ε→0+

1∫
ε

dx

xα
= lim

ε→0+

1

1 − α
x1−α

∣∣∣∣
1

ε

= lim
ε→0+

1

1 − α
(1−ε1−α) =

{ 1
1−α, α < 1,

+∞, α > 1.

#��� H� α = 1; �	

lim
ε→0+

1∫
ε

dx

xα
= lim

ε→0+
ln x

∣∣∣∣
1

ε

= − lim
ε→0+

ln ε = +∞.

$���8 	
���	8 �������� O1�.P �E	����� 
�� α < 1 � ���E	����� �

�	����	8 ���-���
MD�#6#)#(%# 1�4� D���� f : [a, +∞) → R; 
��-�8 
�� �!=


	8 b′ ∈ (a, +∞) ������� f ∈ R[a, b′]� 7������������ 
������	��
������� �
�� 	� ������� f �� 
�	8�H���� [a, +∞) ���������� 
��=
���

∞∫
a

f(x)dx = lim
b′→+∞

b′∫
a

f(x)dx,

���� 	� �����������
����	��-�	 	
���������� ���	
�������� �������� ��� �������

f : (−∞, b] → R

D�%�#� 1�4� ����8	���8 ��������

∞∫
1

dx

xα
= lim

A→+∞

A∫
1

dx

xα
= lim

A→+∞
1

1 − α
x1−α

∣∣∣∣
A

1
=

{ 1
α−1 , α > 1,

+∞, α < 1,

+∞∫
1

= lim
A→+∞

A∫
1

dx

x
= lim

A→+∞
ln A = +∞.

(�� N�	� 
��8�� �� �	�H�� ��������; 
	��	���� 8� ����	8� �

	�������8 	
	
����	�	 ���8	��-���	�	 �����
" �������F�8 8� 
���8 ����8�������� 	
� ���-�� ���	
�����=

�	�	 ��������� �8����� D	N�	8� ���	��8�� 	 �����!��� ���8��	=
�	���9
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MD�#6#)#(%# 1�3� "���H����
b∫

a

f(x)dx


���8 �������� 
������	�� 	� ������� f � �����������" � ��
��
b; ���� ��
	����	 	��	 �� �����!��E ���	���9
OUP b ∈ R; f ∈ R[a, b′] ∀b′ ∈ (a, b) � f ��	�����-��� � 	������	���

�	-�� b<
OUUP b = +∞; f ∈ R[a, b′] ∀b′ ∈ (a, +∞)�
D	�	
��8 	
���	8 	
���������� �������� � 	�	
���	���! � �	-��

a�
$#M�#�� 1�. O�������� &	F�P� E������	

b∫
a

f(x)dx

� ��
��������� �����������" � ��
�� b ����
��� ��
�� ������
����� ∀ε > 0 ∃b0 ∈ (a, b) ∀b′, b′′ ∈ (b0, b)∣∣∣∣∣∣

b′′∫
b′

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ < ε.

� ����8	���8 ������!

F (x) =

x∫
a

f(t)dt.

 E	��8	��� ���������
b∫

a

f(t)dt

N����������� �������	����! 
������ lim
x→b−

F (x); -�	 � ��	! 	-�����

N����������	 
	 �������! &	F� ��� ������� ��
	�����! ���	���
∀ε > 0 ∃b0 ∈ (a, b) ∀b′, b′′ ∈ (b0, b) |F (b′′) − F (b′)| < ε� (	

F (b′′) − F (b′) =

b′′∫
b′

f(t)dt. �
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D������8 � ����8	�����! ��	���� ���	
�������E ��������	�� *����
8� 
�������8 �		��������!��� ��	����� �	
�������E ��8��	��E
��������	� �� ���	
���������
 "M' $"M .� ����� ����
��� 
������	

b∫
a

f(x)dx

� ��
��������� �����������" � ��
�� b$ *���� ∀c ∈ (a, b) 
������	

b∫
c

f(x)dx

���� ����
���� ��

��

b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx +

b∫
c

f(x)dx.

� D	��	���� ���	��� &	F� ��� ��������	�

b∫
a

f(x)dx �

b∫
c

f(x)dx

�	�8��������� �	���F���	 	�����	�	; �	 � ���� �������� &	F�
	�� �E	����� ��� ���E	����� 	��	���8���	� &�	8� �	�	;

b∫
a

f(x)dx = lim
b′→b−

b′∫
a

f(x)dx = lim
b′→b−


 c∫

a

f(x)dx +

b′∫
c

f(x)dx


 =

c∫
a

f(x)dx + lim
b′→b−

b′∫
c

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx +

b∫
c

f(x)dx.

*���� 
���	� ��������	 �8��� 8���	 � ���� 	
��������� �������=
��; ��	�	� R � ���� ��������	��� �	
������	�	 ��������� ��8���;
������ R ��	����	 
������ ��88�< �� � -������	� R 	
��� � ����
	
��������� ���	
������	�	 ���������� �
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 "M' $"M 4� ����� �������� 
������	�

b∫
a

f(x)dx,

b∫
a

g(x)dx

� ��
��������� �����������" � ��
�� b$ *���� 
������	

b∫
a

(αf(x) + βg(x))dx

��
 	"��� α, β ∈ R ���� ����
���� ��

��

b∫
a

(αf(x) + βg(x))dx = α

b∫
a

f(x)dx + β

b∫
a

g(x)dx.

,D��d(#(%# 1�.� 6	������ ��	����	 4�

0�E ���������� � 
������� �@���:���$ �������������� ��B
�������

MD�#6#)#(%# 2�.� %�������

If =

b∫
a

f(x)dx

� 	�	
���	���! � �	-�� b ���������� ����	"��� �����(
���; ����
�E	����� ��������

I|f | =

b∫
a

|f(x)|dx.

*��#��(%# 2�.� (������	 ��8�����; -�	 �
�	�!��	 �E	�����=
�� �������� �E	������ 6�����������	; � ���� �������� &	F� �� �E	=
��8	��� ��������� I|f | �������; -�	 ∀ε > 0 ∃b0 ∈ (a, b) ∀b′, b′′ ∈ (b0, b)
(b′ < b′′)

ε >

b′′∫
b′

|f(x)|dx ≥
∣∣∣∣∣∣

b′′∫
b′

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ .



1�4 ,$���7���% 	 ����#��% �)��	����( ����$��#����!� 	���!���� ���

M��!�� 	
��� H� � ���� �������� &	F� ������� �E	��8	��� ����=
����� If � �
MD�#6#)#(%# 2�4�  E	�������; �	 �� �
�	�!��	 �E	�������

���	
�������� �������� ���������� ��	���� �����(
����
6�� ���	
������	�	 ��������� 	� ��	����������	� ��� ��
	�	=

H������	� �������; 	-�����	; 
	����� �E	��8	��� � �
�	�!��	�
�E	��8	��� �	�
���!��
$#M�#�� 2�. O�������� "����F������ ��� ���	
�������E ��=

������	�P� E������	 �� �����
����	���� �����

 f(x) ≥ 0� x ∈
(a, b)�

b∫
a

f(x)dx

� ��
��������� �����������" � ��
�� b ����
��� ��
�� ������
����� �����
�

F (t) =

t∫
a

f(x)dx

�����

��� ��
 t ∈ (a, b)�
� "���� ��	����������	��� f ������� F (t) 8	�	�	��	 �	����=

����� D	N�	8� �����H����� ������� �� �������� "����F������ ���
8	�	�	���E �������� �
 �	�8������8 � �	��H�8 ����	�� 
������	� ��������� � ��	���

���	��
$#M�#�� 2�4 O
����� ��	��8� ���������P� ����� 
������	�

I1 =

b∫
a

f(x)dx, I2 =

b∫
a

g(x)dx


��"� ��
��������" ����������� � ��
�� b� 
 �� ����������
(a, b) ����	���� ����������� 0 ≤ f(x) ≤ g(x)$ *���� 
� ����
���
��
 
������	� I2 �	����� ����
����� 
������	� I1� ��

�� 
���
�� ����� ����������� I1 ≤ I2� � 
� ������
����
 
������	� I1

�	����� ������
����� 
������	� I2�
� 6�� �!
	�	 t ∈ (a, b) �8��8 � ���� ��	��8� 	
 ��������� ��=
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8��� � �����������E

0 ≤ F (t) =

t∫
a

f(x)dx ≤
t∫

a

g(x)dx = G(t).

#��� �������� I2 �E	�����; �	 � ���� �������� "����F������ ����=
��� G(t) 	�����-���; � ����	�������	; 	�����-��� � ������� F (t)�
" ���� �������� "����F������ I1 �E	�����; 
��-�8

0 ≤
b∫

a

f(x)dx = lim
t→b−

F (t) ≤ lim
t→b−

G(t) =

b∫
a

g(x)dx.

#��� I1 ���E	�����; �	

+∞ = lim
t→b−

F (t) ≤ lim
t→b−

G(t). �

$#M�#�� 2�3 O��	��� ��	��8� ���������P� ����� 
������	�

I1 =

b∫
a

f(x)dx, I2 =

b∫
a

g(x)dx


��"� ��
��������" ����������� � ��
�� b� 
 �� ����������
(a, b) ����	���� ����������� 0 ≤ f(x) < g(x)$ #���� ����� �����
��(������� ����
��� �����	

lim
x→b−

f(x)

g(x)
= A > 0.

*���� I1 
 I2 ������������ �������� 
	
 ����������$
� "���� �������	����� 
������

∀ε > 0 (ε < A) ∃c ∈ [a, b) A − ε <
f(x)

g(x)
< A + ε, x ∈ (c, b),

� ��� ��� g(x) > 0 �� [a, b); �	

(A − ε)g(x) < f(x) < (A + ε)g(x), x ∈ (c, b). (7.1)

%� �E	��8	��� ��������� I2 ������� �E	��8	��� ���������

b∫
c

g(x)dx
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O��	����	 .P; � 	��!�� ������� �E	��8	��� ���������

b∫
c

(A + ε)g(x)dx

O��	����	 4P� D	N�	8� �� ��	��8� 2�4 ������� �E	��8	��� ���������

b∫
c

f(x)dx,

� ����	�������	; � ��������� I1 O��	����	 .P�
%���; 8� �	������; -�	 �� �E	��8	��� I2 ������� �E	��8	��� I1�

M
����	� �����H����� �	���������� ����	��-�	 � ��
	���	�����8
���	�	 ����������� � O2�.P� �

0�9 2��;��	� ����� B +���@�� �@���:���� ������������@
����������

)#��� >�.� ����� g ∈ C1[a, +∞)� f ∈ C[a, +∞)� � F (x) 1 ����
���������� �����

 f(x)$ /�	
 ��(������� ������������� 
����
���	

+∞∫
a

g′xF (x)dx = A,


 ��(������� �����	

lim
x→+∞ g(x)F (x) = B,

�� ��(������� ������������� 
������	

+∞∫
a

f(x)g(x)dx = B − g(a)F (a) − A.

� D���� A ∈ R; A > a� ����8	���8 ��������

A∫
a

f(x)g(x)dx = g(A)F (A) − g(a)F (a) −
A∫

a

F (x)g′(x)dx.
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L�	 ��������	 �
��������	 � ���� �	�8��� ��������	����� 
	 -�=
���8� D��8������ �	�8��� (�!�	�� = )��
���� 	
���	����	 ���
	=
�����8� ��
������	��� �� f � ��
������	� �������������8	���
�� g� D���E	�� � ��������� � 
������ 
�� A → +∞; 
	��-�8 ���=

��8	�� �
*�8���8; -�	 ��88� >�. �������� ��
�������8 ����	�	8 
��	
=

���	����� �
��� � ��	��� -���	��E ���	�� ,����	��8 
����� 
��=
���� �
��� = 6���E���
$#M�#�� >�.� ����� g ∈ C1[a, +∞)� f ∈ C[a, +∞)� � F (x) 1

������������� �����

 f(x)� ��	�"(���� �����

����� �����
��
3�� ���� |F (x)| ≤ M ∀x > a4� ����� �����

lim
x→+∞ g(x) = 0, I|g′| =

+∞∫
a

|g′(x)|dx < ∞.

*���� ��(������� ������������� 
������	

+∞∫
a

f(x)g(x)dx.

� 6	�����������	 ��	��8� ��	����� � 
�	����� ���	��� ��88�
>�.� 6�����������	; |g′(x)F (x)| ≤ M |g′(x)|; � 
	�	8� ��������
+∞∫
a

g′(x)F (x)dx �E	����� �
�	�!��	 � ���� �E	��8	��� ���������

I|g′|� &�	8� �	�	;

|g(x)F (x)| ≤ M |g(x)| → 0 
�� x → +∞,

� 
	�	8� ���������� 
�����

lim
x→+∞ g(x)F (x) = 0. �

$#M�#�� >�4� ����� g ∈ C1[a, +∞)� f ∈ C[a, +∞)� � F (x) 1
������������� �����

 f(x)� ��	�"(���� �����

����� �����
��
3�� ���� |F (x)| ≤ M ∀x > a4� ����� ����� �����
� g ���������
������� ��
 x > a 


lim
x→+∞ g(x) = 0.
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*���� ��(������� ������������� 
������	

+∞∫
a

f(x)g(x)dx.

� $�	��8� ��	����� � 
���������; ���� ��8�����; -�	

lim
A→+∞

A∫
a

|g′(x)|dx = − lim
A→+∞

A∫
a

g′(x)dx =

= lim
A→+∞

(g(a) − g(A)) = g(a)

����� ��
	�	H������	��� 
�	���	��	� 8	�	�	��	 �
���!��� ����=
���� �
D�%�#� >�.� %��������

I1 =

+∞∫
a

sinx

xα
dx, I2 =

+∞∫
a

cosx

xα
dx

��	�����	��!� 
�� α > 0; a > 0 ���
	�����8 ��	��8� >�4� ���=
�8	���8 �������� I1 OI2 ����8���������� ����	��-�	P� D���		
���=
��� F (x) = − cos x ������� f(x) = sin x 	�����-���; � �������
g(x) = x−α ��
������	 �������������8� �� (a, +∞) � 8	�	�	��	
����8���� � ���! 
�� x → +∞�  ���	�������	; �������� I1 �E	���=
���
$�
��� ��������8 ����� ���	
�������E ��������	� � -���	��E

���	�� 6�� N�	�	 ����8	���8 ��������

I =

b∫
a

f(x)dx,

�8�!��� �����������! 	�	
���	��� � �	-�� b� D����

a = b0 < b1 < · · · < bk < · · · < b, lim
k→∞

bk = b.

$	��� 8	H�	 	
�������� -���	�	� ���

S =
∞∑

k=0

bk+1∫
bk

f(x)dx.



1�5 *�	����	 ,$��% @ �	�	)�� �)��	����	 ����$��#��� ) 	���!����# ���

$#M�#�� >�3� /�	
 ����
��� 
������	 I� �� ��� S ���� ����
�
���� ��

�� I = S�

� lim
n→∞

n∑
k=0

bk+1∫
bk

f(x)dx = lim
n→∞

bn+1∫
a

f(x)dx =

b∫
a

f(x)dx. �

$#M�#�� >�5� /�	
 f(x) ≥ 0 ∀x ∈ [a, b)� � ��� S ����
���� ��

������	 I ���� ����
���� ��

�� I = S�

� " ��8	8 ���� ∀b′ ∈ (a, b) ∃n (bn ∈ (b′, b)� D	N�	8�; �-������
��	����������	��� ������� f ; 
	��-�8

F (b′) =

b′∫
a

f(x)dx ≤
bn∫

a

f(x)dx =

n−1∑
k=0

bk+1∫
bk

f(x)dx ≤ I.

#��� ��� S �E	�����; �	 ������� F (b′) 	�����-��� 
�� b′ ∈ (a, b); �

	 �������! "����F������ �������� I �E	������  ���	�������	; 
	

��������� ��	��8� �8��� 8���	 ��������	 I = S� �
&M($�D�%�#� >�.� ���

∞∑
k=0

2π(k+1)∫
2πk

sin xdx,

	-�����	; �E	�����; 
	��	���� ��H��� ��	 -���
2π(k+1)∫
2πk

sin xdx = − cos x

∣∣∣∣
2π(k+1)

2πk

= −1 + 1 = 0.

(	 ��������
∞∫
0

sin tdt ���E	�����; ��� ��� ������� 	� x
x∫
0

sin tdt =

1 − cos x �� �8��� 
������ 
�� x → +∞� L�	� 
��8�� 
	��������;
-�	 ���
	����� ��	����������	��� ������� f � ��	��8� >�5 ����=
������	�
$#M�#�� >�7� ����� �����
� f ∈ C[0, +∞) ��������� ����

���� 
 �����
����	���$ *���� 
������	
∞∫

0

f(x)dx



1�5 *�	����	 ,$��% @ �	�	)�� �)��	����	 ����$��#��� ) 	���!����# ���


 ���
∞∑

k=0

f(k) = f(0) + f(1) + . . .

������������ �������� 
	
 ����������$
� " ���� 8	�	�	��	�	 �
������ f �8�!� 8���	 �����������

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k).

 �88���� �E 
	 k; 
	��-�8

n∑
k=0

f(k + 1) =
n+1∑
k=1

f(k) ≤
n+1∫
0

f(x)dx ≤
∞∑

k=0

f(k).

M��!��; �-������; -�	 ��� -���� 
	����	�������	���� � �������=
����E 8	�	�	��	 �	������!�; � ���� �������� "����F������ ���

	����	�������	���� ������� �����H����� ��	��8�� �
%� ��	��8� >�7; � -����	���; �������; -�	 ���

∞∑
k=1

1

kα

�E	����� 
�� α > 1 � ���E	����� 
�� α ≤ 1 
	�	8�; -�	 �������
(1 + x)−α 
�� α > 0 ��
������� � 8	�	�	��	 �
����� �� [0, +∞) �

∞∫
0

dx

(1 + x)α
=

∞∫
1

dy

yα
=

{ 1
1−α , α > 1,

+∞, α ≤ 1.

$�
��� ����8	���8 �������!; �	��� ���	
�������� �������� �8�=
�� 	�	
���	��� � ����	����E �	-��E� D���� f : (a, b) → R; 
��-�8
��������

I =

b∫
a

f(x)dx

�8��� 	�	
���	��� �	���	 � �	-��E a � b� D�	���	����� �	-�� c ∈
(a, b) ����� �������� �� ��� -����; 
��-�8 ���������

I1 =

c∫
a

f(x)dx, I2 =

b∫
c

f(x)dx



1�5 *�	����	 ,$��% @ �	�	)�� �)��	����	 ����$��#��� ) 	���!����# ���

�8�!� ������������ 	�	
���	��� � �	-��E a � b �		����������	�
MD�#6#)#(%# >�.� 0���8 �	�	����; -�	 ���	
�������� ����=

���� I �E	�����; ���� �E	����� ��������� I1, I2; 
��-�8 
���8 
	��=
���� I = I1 + I2�
D	��H�8; -�	 N�	 	
��������� �� ������� 	� ��
	�� �	-�� c ∈

(a, b)� D����; ���H�8; a < c < c′ < b� $	���
c∫

a

f(x)dx +

b∫
c

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx +

c′∫
c

f(x)dx +

b∫
c′

f(x)dx =

=

c′∫
a

f(x)dx +

b∫
c′

f(x)dx.

����8	���8 ��
��� 	
��� ���-���
MD�#6#)#(%# >�4� D���� �������� (a, b) 8	H�	 ���
��� �	-��=

8� a = c0 < c1 < · · · < cn−1 < cn = b �� �	��-�	� -���	 ��������	�
(ck, ck+1) ����E; -�	 ��H��� �� ��������	�

Ik =

ck+1∫
ck

f(x)dx, k = 0, 1, . . . , n − 1

�8��� �	���	 	��� 	�	
���	��� �� 	��	8 �� �	��	� ��������� (ck, ck+1)�
(��	
�������� �������� I 
���8 �������� �E	����8��; ���� �E	���=
�� ��H��� �������� Ik; 
��-�8 
���8 
	������

I =
n−1∑
k=0

Ik.

" ����� � N��8 	
���������8 ����8	���8 �����!���
D�%�#� >�4� ����8	���8 ��������

1∫
−1

dx

x
=

0∫
−1

dx

x
+

1∫
0

dx

x
.

M-�����	; 	� �� �E	�����; 
	��	���� �� �E	����� ���������; ��	�=
��� �
����� %8���	;

−ε1∫
−1

dx

x
= ln |x|

∣∣∣∣
−ε1

−1
,

1∫
ε2

dx

x
= ln |x|

∣∣∣∣
1

ε2

.



1�6 ����� ��	$�	�����!� # �	����	% ���������� ) 	���!����# ���

M��!��
−ε1∫
−1

dx

x
+

1∫
ε2

dx

x
= ln

ε1

ε2
.

D������ lim
ε1,ε2→0

ln ε1

ε2
�� ����������; ���� ε1 � ε2 ����8���� � ���!

��������8	 ���� 	� ������
M����	 ���������� 	��	 ��H�	� 	
	
����� ���	
������	�	 ����=

������

MD�#6#)#(%# >�3� D����
b∫

a

f(x)dx R �������� � ����������	�

	�	
���	���! � �	-�� c ∈ (a, b)� 0���8 �	�	����; -�	 N�	� ��������
�E	����� � ����	� �	������ ���
��
� �� #�&
; ���� ���������� �	=
��-��� 
�����

lim
ε→0


 c−ε∫

a

f(x)dx +

b∫
c+ε

f(x)dx


 = p.v.

b∫
a

f(x)dx.

%������� � 
��8��� >�4 �E	����� � �8���� �����	�	 ���-���� 
	
&	F�; �	 ����

p.v.

1∫
−1

dx

x
= lim

ε→0


 −ε∫

−1

dx

x
+

1∫
ε

dx

x


 = 0.

0�* ������ (�����>������ ��'������� �(���������@ ��B
��������

M���8 �� 
�	����F�E 8��	�	� 
��
��H���	�	 ��-������� 	
��=
�������E ��������	� �������� ����� ��������	��
���� D���� ���=

����� ��-������ 	
���������� ��������

I =

b∫
a

f(x)dx.

���	
��8 	����	� [a, b] �� n �����E -����� 
	�������	8 �	-�� a =
x0 < x2 < x4 < · · · < x2n = b� M
	���-�8 -���� x2k−1 �	-��; ��=
H���! �� �������� 	������ [x2k−2, x2k]; k = 1, . . . , n; � 
��������8



1�6 ����� ��	$�	�����!� # �	����	% ���������� ) 	���!����# ���

�������� I � ����

I =
b − a

n
(f(x1) + · · · + f(x2n−1)) + R

L�� �	�8��� ��� ��-������� 
��
��H���	�	 ���-���� ��������� I

���������� �����	�� ��������	��
����
$#M�#�� /�.� ����� f ∈ C2[a, b]$ *���� ��(������� ��
��

η ∈ [a, b] ������ 
�� �������

R =
(b − a)3

24n2 f ′′(η).

�  ��-��� 	����8 ��������

h∫
−h

f(x)dx,

�-����; -�	 f ∈ C2[−h, h]� 6�� N�	�	 
�	����������8 ��H��� ��
��������	�

I1 =

0∫
−h

f ′′(x)(x + h)2dx, I2 =

h∫
0

f ′′(x)(x − h)2dx


	 -����8 ��� ����� 6�� I1 �8��8

I1 = (x+h)2f ′(x)

∣∣∣∣
0

−h

−2

0∫
−h

f ′(x)(x+h)dx = f ′(0)h2−2f(0)h+2

0∫
−h

f(x)dx.

6�� I2; ����	��-�	 ��������; 
	��-�8

I2 = f ′(0)h2 − 2f(0)h + 2

h∫
0

f(x)dx.

 �������� I1 � I2; 
	��-�8

h∫
−h

f(x)dx = 2f(0)h =
I1 + I2

2
.



1�6 ����� ��	$�	�����!� # �	����	% ���������� ) 	���!����# ���

M��!��; ��
	����� ��	��8� 	 ������8 ���-����; �8��8

I1 + I2

2
=

1

2

0∫
−h

f ′′(x)(x + h)2dx +
1

2

h∫
0

f ′′(x)(x− h)2dx =

=
f ′′(ξ1)

2

0∫
−h

(x + h)2dx +
f ′′(ξ2)

2

h∫
0

(x − h)2dx =
h3

3
· f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2)

2
.

6����; 
	��	���� f ′′ ��
������� �� [−h, h]; �	 � ���� ��	��8� "��=
��F������ 	
 	�����-���	��� ��
������	� ������� �8��8

m = min
[−h,h]

f ′′(ξ) ≤ f ′′(ξ) ≤ max
[−h,h]

f ′′(ξ) = M ∀ξ ∈ [−h, h].

M��!�� � ���� ��	��8� 0	�����	 = &	F� 	 
�	8�H��	-�	8 ���-�=
��� �������� �	-�� η ∈ [−h, h] �����; -�	

f ′′(η) =
f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2)

2
.

M�	�-������	 �8��8
h∫

−h

f(x)dx = f(0) · 2h +
1

24
f ′′(η) · (2h)3. (9.1)

"����8�� ��
��� � ��������� I� D��������8 ��	 � ����

b∫
a

f(x)dx =

x2∫
x0

f(x)dx + · · · +
x2n∫

x2n−2

f(x)dx,

� � ��H�	8� �� ��������	� = ������8�E 
��8���8 �	�8��� O/�.P9

I =
b − a

n
(f(x1) + · · · + f(x2n−1)) + R1 + · · · + Rn,

��� b−a
n = 2h� 6�� ��88� 	�����	� R1 + R2 + · · · + Rn = R �8��8

R =
(b − a)3

24n2 · f ′′(η1) + · · · + f ′′(ηn)

n
=

(b − a)3

24n2 f ′′(η),


��-�8 �������	����� �	-�� η ∈ [a, b]; ��� � ��F�; ���������������

	�������	8 ��	��8� 0	�����	 = &	F�� �



1�6 ����� ��	$�	�����!� # �	����	% ���������� ) 	���!����# ��	

" ���� ���-��� �8���	 �	�8��� 
��8	��	�����	� ��	
�	 ��
	��=
�	���� �����	� ������
�� ��	
� 
	��-��� ��; �������� 
��������8
� ����

I =

b∫
a

f(x)dx =
b − a

n
(f(x0) + f(x1) + · · · + f(xn−1) + f(xn)) + R,

��� a = x0 < x1 < · · · < xn = b R �	-�� ���
����� 	������ [a, b]

�� n �����E -����� ����	� b−a
n ; �

f(xk−1)+f(xk)
2 · b−a

n R 
�	���� ���
�=
��� � 	��	�����8� f(xk−1) � f(xk) � ���	�	� b−a

n �  �8�	�	8 R; ���
� ��F�; 	
	���-�8 	����	�� *�8����; -�	 ��H��� ����-��� f(xk);
k = 1, 2, . . . , n − 1; �������� 	��	�����8 ���E ���
����; �	�8���
���
���� 
���
�F�8 � ����

I =
b − a

2n

(
f(a) + f(b) + 2

n−1∑
k=1

f(xk)

)
+ R.

%8��� 8���	
$#M�#�� /�4� ����� f ∈ C2[a, b]$ *���� ��(������� ��
��

η ∈ [a, b] ������ 
�� �������

R = −(b − a)3

12n2 f ′′(η).

� M����8 ��������
h∫

−h

f(x)dx; �-����; -�	 f ∈ C2[−h, h]� 6��

N�	�	 
	�������8 ��������	8� ��������	����! 
	 -����8 ��������
h∫

−h

f ′′(x)(x2 − h2)dx� D	��-�8

h∫
−h

f ′′(x)(x2 − h2)dx = f ′(x)(x2 − h2)

∣∣∣∣
h

−h

− 2

h∫
−h

xf ′(x)dx =

−2h(f(−h) + f(h)) + 2

h∫
−h

f(x)dx.



1�6 ����� ��	$�	�����!� # �	����	% ���������� ) 	���!����# ���

M��!��; ��
	����� ��	��8� 	 ������8; 
	��-��8

h∫
−h

f(x)dx = 2hf(−h)+f(h)
2 + 1

2

h∫
−h

f ′′(x)(x2 − h2)dx =

= 2hf(−h)+f(h)
2 − f ′′(η)

2

h∫
−h

(h2 − x2)dx = 2hf(−h)+f(h)
2 − f ′′(η)

2 (2h)3.

(9.2)
$�
��� 
��������8 �������� I � ���� ��88�

I =

x1∫
x0

f(x)dx +

x2∫
x1

f(x)dx + · · · +
xn∫

xn−1

f(x)dx,

� � ��H�	8� ��������� = ������8	8� 
��8���8 �	�8��� O/�4P� D	=
��-�8

I =
b − a

2n
(f(a) + f(b) + 2

n−1∑
k=1

f(xk)) + R1 + · · · + Rn,

��� b−a
n = 2h; Rk = f ′′(ηk)

12 · (b−a)3

n3 ; k = 1, . . . , n� D	�	H�� R =
R1+· · ·+Rn � 
��8����; ��� 
�� �	������������ 
��������� ��	��=
8�; ��	��8� 0	�����	 = &	F� 	 
�	8�H��	-�	8 ���-����; 
	��-�8
���
��8	�� �
�	�8��� 
��8	��	�����	� � ���
���� -��� ����	 ��
	����!�=

�� 
�� ��-�	8 �-���� D�� 8�F���	8 �-��� ��
	�������� �����	�
)
������� ��� �����	� ������	� ��	
� �� 
	��-���; ���	
��8 	���=
�	� [a, b] �� -���	� -���	 n = 2m �����E -�����9 a = x0 < x1 < · · · <
x2m = b � 
��������8 �������� � ����

I =

b∫
a

f(x)dx =
b − a

2m
((f(x0) + 4f(x1) + f(x2))+

+(f(x2)+4f(x3)+f(x4))+· · ·+(f(x2m−2)+4f(x2m−1)+f(x2m)))+R,

��� ������8	�

b − a

2m
(f(x2k−2) + 4f(x2k−1) + f(x2k))

�:���� G��5��� ����.������ � ��#��	���	 ���������' 8�����0� ���!0 5� #��������� ����
#��������� � ��������
������ ����� �' 8�����5���*��� ������ �"����'
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����������� �	
	� 
�	���� ����	������	� ���
����; ��H���� 
	�

���
	�	�; 
�	E	����� -���� �	-�� (x2k−2, f(x2k−2)); (x2k−1, f(x2k−1))

; (x2k, f(x2k))� D���	�� 
	�	
��� ������8��; 
	��-��8

I =
b − a

6m

(
f(a) + f(b) + 2

m∑
k=1

f(x2k) + 4
m∑

k=1

f(x2k−1)

)
+ R.

6�� 	
��������� 	������ R �
���������
$#M�#�� /�3� ����� f ∈ C4[a, b]$ *���� ��(������� ��
��

η ∈ [a, b] ������ 
��

R = −(b − a)5

2880m4 f (4)(η).

�  ��-��� 	����8 ��������
h∫

−h

f(x)dx; �-���� f ∈ C4[−h, h]� 6��

N�	�	 
	�������8 -�����E�����	8� ��������	����! 
	 -����8 ��=
�������

I1 =

0∫
−h

f (4)(x + h)3(x − h/3)dx, I2 =

h∫
0

f (4)(x − h)3(x + h/3)dx.

6�� I1 �8��8

I1 = f ′′′(x)(x+h)3(x−h/3)

∣∣∣∣
0

−h

−f ′′(x)(x+h)2(3(x−h/3)+(x+h))

∣∣∣∣
0

−h

+

+6f ′(x)(x + h)((x − h/3) + (x − h))

∣∣∣∣
0

−h

− 6f(x)(4x + 8/3h)

∣∣∣∣
0

−h

+

+24

0∫
−h

f(x)dx = −f ′′′(0)
h4

3
+4f ′(0)−8h(f(−h)+f(h))+24

0∫
−h

f(x)dx.

6�� I2 
	��-�8 �		����������	

I2 = f ′′′(0)
h4

3
− 4f ′(0)h2 − 8h(f(−h) + f(h)) + 24

h∫
0

f(x)dx.



1�6 ����� ��	$�	�����!� # �	����	% ���������� ) 	���!����# ���

 �������� I1 � I2; 
	��-�8

h∫
−h

f(x)dx =
f(−h) + 4f(0) + f(h)

6
· 12h +

I1 + I2

24
.

6����; � ���������8 I1 � I2 
��8���8 ��	��8� 	 ������8; �-������
��
	�	H������	��� ������� (x + h)3(x− h/3); (x− h)3(x + h/3) ��
	������E [−h, 0] � [0, h] �		����������	� D	��-�8

I1 + I2

24
=

1

24


f (4)(ξ1)

0∫
−h

(x + h)3(x − h/3)dx+

+f (4)(ξ2)

h∫
0

(x − h)3(x + h/3)dx


 =

=
h5

90
· f (4)(ξ1) + f (4)(ξ2)

2
.

D	������� ��	��8	� 0	�����	 = &	F�; �����8 �	-�� η ∈ [−h, h]

����!; -�	

f (4)(η) =
f (4)(ξ1) + f (4)(ξ2)

2
,

� 
	��-�8 	�	�-������	

h∫
−h

f(x)dx =
f(−h) + 4f(0) + f(h)

6
· 2h − (2h)5

2880
f (4)(η). (9.3)

D��������� ��
��� �������� I � ���� ��88�
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